Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2022/23

KOLOKWIUM nr 0, 18.05.2023, godz. 8:15-9:45

Zadanie 10. (10 punktéw)
Obliczy¢ wartosé catki niewlasciwej

7 dx
1/ (x+2)-(2x+1)2

lub wykazad, ze calka ta jest rozbiezna.
Rozwigzanie:
Rozkladamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéow prostych:
1 A n B n C
(z+2)-(2z4+1)2  z+2 (2z+1)2 2z+1°
1=A-22+1)*+B-(24+2)+C-(z+2)-(2z+1),
1=4A2> +4Az+ A+ Br+2B+2C2* +5Cx +2C
0 = 4A+2C
0 = 4A+B+5C
1 = A+2B+2C

Stad otrzymujemy kolejno:

C = 24 C = 24 C = -2/9
0 = —6A+DB B = 64 B = 2/3
1 = —3A+2B 1 = 94 A = 1/9
Wobec tego
7 dx 171 6 2
= — —|— — d:[j:
1/(x+2)~(2x—|—1)2 9 1/x+2 (2zx+1)2 22+1
1 (1 (x+2) In(2 +1)> o
o\ MY or+1 L
_! ((lim <1n(m+2)— k —ln(2x+1))>—1n3+3+1n3)—
9 \\e— 2 +1 3 B
1 T+2 1 r+2 1 1 In2
=—-(( lim 1 1)==-((Inli 1)==-(In(1/2)+1)==——.
9 ((xllgonsz)Jr > 9 ((nxl—*%IOQx+1)+ ) g In1/2)+1)=5-=5

1 In2

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka jest zbiezna i ma warto$c¢ 9" o

Uwaga: Poprawne wykonanie przejécia granicznego jest istotna czescia zadania. Bez

tego zadanie nie moze by¢ uzanane za rozwigzane nawet przy poprawnym wyniku licz-
bowym.
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Zadanie 1 1. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
< 2™ (2n)!- (8n)!- xP™

D

> (1)

dla tak dobranej wartosci catkowitej dodatniej parametru p, aby promien ten byt dodatni
i skonczony.

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (1) traktowanego jako szereg liczbowy
z parametrem x # 0.

Otrzymujemy

2L (2n+-2)!- (8n+8)!- xPtP n!-nPm
(n+1)!-(n+1)pntr '2"-(2n)!-(8n)!-xp”
2-(2n+1)-(2n+2)-(8n+1)-(8n+2)-(8n+3)-...- (8n+8) [z’
(n+1)- (=)™ (n+ 1)

32-(2n+1)-(8n+1)-(8n+2)-(8n+3)-...-(8n+7) |z|P _)227‘m

ohe (IR

n

n!.-npn

przy n— oo, o ile p—1=38, bo tylko w tym przypadku pierwszy czynnik powyzszego
iloczynu ma granice rzeczywista dodatnia.

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
9
x
wyrazéw szeregu (1) réwnej 227~|—£|) dla p=9.
e
|z[°

x e
Jezeli 227 —~ <1, ezyli [z] < 2, to szereg (1) jest zbiezny.
e 0 8
x
Jezeli zaé 277 |

o> 1, czyli |z| > %’ to szereg (1) jest rozbiezny.

e
Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (1) jest réwny 3

e
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma dla p =9 promien zbieznosci 3
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Zadanie 1 2. (10 punktéw)
Obliczy¢ wartosé¢ catki oznaczonej

w/4
/ sinz dx .
0
Rozwigzanie:
Korzystajac z liczb zespolonych wyprowadzimy odpowiednig tozsamos¢ trygonometrycz-
na.
Przyjmijmy z =cosz+isinz. Wowczas
N . Y . . z—z71 2
2" =cosnx+isinnx, 2z "=cosnx—isinnr, sinr= 5 1 cosnz=——p—
Zatem .
4 z—z71 24224642724
sin“x = , = =
21 16
_cosdxr  cos2w n 3
8 2 8
Wobec tego
/4 /4
. 4 _ [cosdr cos2x 3
/sm a:dx—/ 3 5 +8dx—
0 0
s ™ /4
B //4COS4ZB _cos2x do+ //43 d sindr  sin2z +E 3
)8 2 8 32 4] 48
_sinw sin(7r/2)+37r_ 0 1+3’/T_37T 1
32 4 3232 4 32 32 4°
- . om 1
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartosc¢ 21
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Zadanie 1 3. (10 punktéw)
Obliczy¢ sume szeregu
2 n2—1"

n=2

Rozwigzanie:

Szukamy takich liczb A 1 B, ze
r 1 A n B
n2—1 (n—1)(n+1) n—1 n+l’
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (n—1)(n+1) otrzymujemy
1=A(n+1)+B(n—1).

Dla n =1 otrzymujemy A=1/2, natomiast przyjecie n=—1 daje B=—1/2.

Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza si¢ wzorem

e 8 s S (- ) -

DG
() (5 (5 -

e ]

co przy N dazacym do +oo zbiega do 1/4.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 1/4.

Kolokwium 6 -4 - Rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2022/23

Zadanie 14+ (ZADANIE DODATKOWE)
Obliczy¢

§1_{1+1+1+1+1++ L S
Zvn| LVITOV2 V3 VA VBT V999998 /999999 /1000000
gdzie [z] oznacza cze$¢ catkowita liczby x.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
10 -1 1

106
*</

Lewa nieréwnos$¢ wynika z poréwnania poél zielonego i zoltego przedstawionych odpo-
wiednio na rysunkach 1 i 2.

Prawa nieréwno$¢ wynika z poréwnania pél zottego i czerwonego przedstawionych
odpowiednio na rysunkach 2 i 3.

Z powyzszego oraz z rOwWnosci

106 106

1

wynikaja nieréwnosci
106 1 106—1 1
— < 1998 <«
PG PN

Zatem
106 1 106
Z——l—kz <1—|—1998:1999
n=1 n=2
oraz
1206 1 1062—1 1
—_— > — >1998.
n=1 n n=1 \/ﬁ
Poniewaz
106
1998 < Z — < 1999,
n=1 n
otrzymujemy

106 1
— =1 .
> —=| =199

n=1

Odpowiedz: Dana w tresci zadania liczba jest réwna 1998.
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yﬂ

T 999'998 999'999 1000 000 &
rys. 1

yﬂ

2 3 4 ' n—1 n ' 999998 999999 1000000 &

rys. 2

yﬂ

T 999'998 999'999 1000 000 &
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