Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2022/23

KOLOKWIUM nr 2, 16.03.2023, godz. 8:15-9:45

Zadanie D (10 punktow)
Obliczy¢ catke nieoznaczong

/‘ dx
J a2 +14x+149°
Rozwigzanie:
Przeksztatcamy dana catke i wykonujemy kolejno podstawienia y=x+7 oraz t =y/10:

/ dx dx _/ _/ dy B 10dt
a:2+14;1:+ 149 J (z+7)2+100 J y2+100 J 100(y/10)2+100 ./ 100¢2+100
arctg t _arctg (y/10) 1 T+7
10 / 12+ TO=

10 +C=1—O arctg ST +C.
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Zadanie 0. (10 punktow)
Obliczy¢ catke nieoznaczong

/ 24+er +4dx

Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie
24++Vert+4,
—2=ve*+4,
<t2—2)2—4:e”ﬁ,
th -4t =e" |
r=In (t4 —4t2) ,
4¢3 — 8t
dx=— Te dt .
Otrzymujemy
4¢3 4% — 8
[V2+Ve+ d:v—/t 4t2dt_/t2 dt—/4+ S dt
Rozktadajac g e utamki proste otrzymujemy
11 ( 11 )
t2—4 4 \t—2 t+2)’
co pozwala dokoﬁczyé catkowanie
1 1
442 | ———— | dt=4t+2-(In|t—-2|—In|t+2|)+C =
4 =[4+ (t—2 t+2) 2 (=2 =Inft+2)+

— 424 /er 4—1—2~ln( 2+\/e””+4—2>—2~1n( 2—1—\/6’”—1—44—2)
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Zadanie T (10 punktow)
Obliczy¢ catke nieoznaczong

/ r+3
z-(x+1)-(x+5)-(x+6)

dx .

Rozwigzanie:
Sposob I (normalny):
Rozktadamy funkcje podcatkowa na utamki proste:
r+3 A B D E
=t —+ ,
z-(z+1)-(x+5)-(x+6) =z x+1 z+4+5 x+6
r+3 = A-(x+1)-(z+5)-(x+6) + B-z-(x+5)-(x+6) + (%)
+ D-z-(x+1)-(z+6) + E-x-(z+1)-(x+5).
W czasie, gdy mitosnicy rachunkow sa zajeci wymnazaniem wielomianu po prawej stronie
réwnania (*), uktadaniem ukltadu czterech réwnan liniowych z czterema niewiadomymi
i rozwigzywaniem go, podstawimy! do réwnosci (*) kolejno? z =0, —1, —5, —6. Otrzy-
mujemy:

dla z=0 3=30A4, skad A=1/10,
dla z=-1 2=-20B, skad B=-1/10,
dla z=-5 —2=20D, skad D=-1/10,
dla x=—6 —3=-30F, skad E=1/10.
To pozwala dokonczy¢ obliczanie danej w zadaniu catki:
/x-(x+1)-a(:;f5)-(x+6) dx:ll()./i_ $j1L1 a x%l—5+x16 do=

1
:TO.(ln|x|—1n|x+1|—111]:5—4—5]—1—111]:6—1—6])—1—0.

Sposob II (trikowy):
Przepisujemy dana catke w postaci

z+3 B z+3 .
/x-(x+1)-(a:+5)-(x—|—6) dx—/ (as(x+6)> . ((:U+1)-(:v+5)> d
T+3 dx

:/ (22 +61) - (22 +62+5)
a nastepnie podstawiamy ¢ = x?+6x i formalnie dt = (2 +6) dr. Otrzymujemy
3 1 2 +6 1 dt
/ vr do=>- [ v do=o- [
(x24-62) - (22 +6x+5) 2 J (x2+6x)- (22+62+5) 2 J t-(t+5)
Rozktad na utamki proste prowadzi do

1 1/5 1/5

t-(t+5) t t+5’

!Taka metoda jest o wiele szybsza, zwlaszcza przy wysokim stopniu mianownika, jednak mozna ja
wydajnie zastosowaé tylko w przypadku mianownika bedacego iloczynem réznych czynnikéw liniowych.
2To sa wartoéci x, przy ktérych czynniki liniowe sie zeruja.
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co pozwala dokonczy¢ obliczenia:

| i 1 ;1 1 1
S [0 = (nft|-lnft+5)+C =
2 /t-(t+5) 0/ i35 4= g (it =Inft+5)+

:110-(1n(:c2+6x\—1n)x2+6x+5\)+C.
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Zadanie 8. (10 punktow)
Obliczy¢ catke nieoznaczong

/\/x13+a:10 dx .

Rozwigzanie:
Rozwigzanie oryginalne zawierajgce przeoczenie:

Przeksztatcamy podang catke
/\/x13+x10dx:/x5-\/x3+1da:

i wykonujemy podstawienie ¢t = x® + 1 oraz formalnie dt = 322 dz. Otrzymujemy

1 1 1
/x5'\/x3—|—1da::g«/x3~3x2«\/x3+1dx:g'/(t—l)'\/Z_fdtzg-/tg’ﬂ—\/fdt:
1 [(2-452 2.43/2 2.5/2  2.¢43/2 2 5/2 2 3/2

== - C= - C="(2*+1)"" =2 (a3+1 C.
3(5 3)+ 5 g O )T g (@)
Korekta:

Przedstawione rozwiazanie jest poprawne przy zatozeniu, ze Vzl0=25 co jest prawda
tylko dla x > 0.

W przypadku z < 0 mamy vz10 = —25, w zwiazku z czym trzeba zmienié znak otrzy-
manej catki nieoznaczonej.

Po uwzglednieniu tej poprawki i zsynchronizowaniu statych catkowania, otrzymujemy

[ Vatrad 125'(x3+1>5/2_§'<$3+1>3/2+0 dla z>0
T €T €T =

2 2 8
—= (@) () o- £ dla wel-1,0)
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Zadanie 9. (ZADANIE DODATKOWE)
Obliczy¢ catke nieoznaczong
dx
/ 273 4 37

Rozwigzanie:
Sposob 1

Przepisanie funkcji podcatkowej w postaci

de 3 dx
/x73+x37 /$108+$72

nasuwa pomyst podstawienia ¢ = 2% i formalnie dt = 362® dx, co prowadzi do

35 dx
/x108+x72 36 /t3+t2
Rozktadamy funkcje podcatkowa na utamki proste:
1 1 A B D

Bre 2+ 21 i1
1=A-(t+1)+B-t-(t+1)+D-*,
1=A-t+A+B-t*+B-t+D-t%,

1 = A
0 = A+B
0 = B+D

Po rozwigzaniu powyzszego uktadu rownan otrzymujemy A= D=1 oraz B=—1. co po-

zwala dokoﬁczyé Calkowanie

1 1
- dt=—-(—=—In|t|+In|t+1 C=
36 /t3+t2 36 / t+1 36 ( ;I In e |>+
1 1 36 16 B 1 In(23¢+1)
Sposob 11

Wykonujemy podstawienie z =1/t, czyli t =1/z, i formalnie dx = —1/t*dt.
Otrzymujemy:

de dt ottt
/x73+x37_/(t—73+t—37)-t2 T ) 1436
Po wykonaniu podstawienia s =3¢ i formalnie ¢3* dt = ds/36 kontynuujemy catkowanie:
t dt 1 sds 1 1 1
—_— = =——-[1-— ds=——-(s—In|l C=
1+6% 36 J 1+s 36 14s 87 g (it
St mts|+C G (1+6) +0=-" G (1+27%)+C
36 36 36 36 36 36
1 1 1426
S ‘In|—— | +C.
362 ' 36 n( 29 )J“
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Sposob 111

Wykonujemy podstawienie z =1/t jak w sposobie II, a nastepnie przeksztalcamy

otrzymana catke:
A1 g 35 35 36

_ m:_/zt35_1+tg6dt:/_t?»5+ di — L+i~ln(1+t3ﬁ)+c

1+t% 7 36 ' 36
i dalej porzadkujemy jak w sposobie II.
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