Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2022/23

Egzamin, 21.06.2023, godz. 9:00-11:00
Zadanie 1 (10 punktéw)

Obliczy¢ wartos$¢ catki oznaczonej
0
/ z-Vr+1de
21
podajac wynik w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.
Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie

t=vz+1, r=t*—1
i formalnie
dr = 4t3 dt.
Ponadto x = —1 odpowiada t =0, a x =0 odpowiada t = 1, przy czym zalezno$¢ t od x jest

monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [—1, 0] odpowiada przedziatowi
te|0,1].

Otrzymujemy
0 1 1 o 5|t
t t
/x-\4/x+1d:13:/(t4—1)-t-4t3dt:4-/t8—t4dt:4- o =
1 0 0 t=0
:4.<1_1>:4.5_9:4._4:_16_
9 5 45 45 45

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma warto$¢ —16/45.
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Zadanie 2 (10 punktéw)

Obliczy¢ wartos$¢ catki oznaczonej

[

SV

Rozwigzanie:
Wykonujac catkowanie przez czesci otrzymujemy:
4 4
Inz
/—dx—Q\/E-lnx /Qﬂ—dx—éllnél 2/—dm-81n2— 4-\/x =
=1

=8 In2—-8+4=8-In2—4.

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma warto$¢ —4+8-1n 2.
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Zadanie 3 (10 punktéw)
Obliczy¢ dtugosc krzywej

Rozwigzanie:
23/2
Zgodnie ze wzorem na dlugosé krzywej bedacej wykresem funkcji f(z) = 5 na prze-

dziale [a, b] = [0, 5| otrzymujemy:

/bmdxzimdxzi 1+de:;/5\/mdx:

5

19

(x+4)%? B
e (27-8)=~.

3

_ _1
B 3

=0

Odpowiedz: Dana w zadaniu krzywa ma dtugosé 19/3.
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Zadanie 4 (10 punktéw)

Wyznaczy¢ zbior wszystkich wartosci rzeczywistych parametru p, dla ktorych catka
niewladciwa

0/ N —|—x5
jest zbiezna.

Rozwigzanie:
Dzielac przedziat catkowania otrzymujemy

P P TP
7dx:/7d:v+/7dx

0/\3/x7+x5 J VT b / VT b
Zbadamy, dla ktorych wartosci parametru p catki wystepujace w powyzszej sumie sa
zbiezne. W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy
z kryterium porownawczego dla catek niewtasciwych.

Otrzymujemy
1 1
p

dr < T d— dz
O/W x\/m ‘”‘O/xww

0

< 400,

oile 5/3—p<1, czyli p>2/3.
Ponadto

1 P dr> 1 T d 1 dr
/\3/3:7—1—:1:5 x// 15+ e 32-/$5/3p—+oo,
0 0

oile 5/3—p>1, czyli p<2/3.
Podobnie

7 o< Tz dr — dx
[yt [y = [ e
1 1
oile 7/3—p>1, czyli p<4/3.
Ponadto

o0 o0 o0

1 dx
/ da:// dx:—~/7:+oo
3 5 3/ 7 7 3 7/3— ’
J VT4 x / vVr'itx 2 J x p
oile 7/3—p<1, czyli p>4/3.

Whiosek: Jezeli 2/3 < p < 4/3, to obydwie catki powstale z podziatu przedziatu catko-
wania sg zbiezne, a wigc i wyjsciowa catka jest zbiezna. W przeciwnym razie jedna z tych
catek jest rozbiezna, a zatem wyjsciowa calka jest rozbiezna.

Odpowiedz: Podana calka jest zbiezna dla p € (2/3,4/3).
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Zadanie D (10 punktéw)
Obliczy¢ sume szeregu

s 1
(Tn—3)-(Tn+4)"

n=1
Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A i1 B, ze

1 A B
(Tn—3)-(n+4) -3 ntd’
Po wymnozeniu powyzszej réwnosci stronami przez (7Tn—3)-(7Tn+4) otrzymujemy
1=A(Tn+4)+B(Tn—3). (%)
Dla n=3/7 otrzymujemy A=1/7, natomiast przyjecie n=—4/7 daje B=—1/7.

Inny sposob: poréwnujgc w rownaniu (*) wspétczynniki przy n oraz wyrazy wolne dosta-
jemy uktad rownan i go rozwigzujemsy.

Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem
N 1

1 X 1 1
SN:;(7n—3)-(7n+4) - 7'2(7n—3_7n+4) B

n=1

1 //1 1 11 1 1 11 1 1

:7'<(4—11)*(11—18)+<18‘25>+<25‘32>+(32—39)+'"
1 1 1 1 1 1 B

"'+<7N—17_7N—10>+<7N—10_7N—3>+<7N—3_7N+4)>_

1 (1_1>
7 \4 TN+4)’

co przy N dazacym do +oo zbiega do 1/28.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 1/28.

Uwaga: Istotna czescig rozwigzania jest poprawne wykonanie przejécia granicznego,
co mozna uzyska¢ tylko przez rozwazanie sum cze¢sciowych.
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Zadanie © (10 punktéw)
Wyznaczy¢ obszar zbieznosci zespolonego szeregu potegowego
> (2n+1)"- 2"
nz::l (3n+2)"
Jedli nie potrafisz, to przynajmniej wyznacz promien zbieznosci (za 3 punkty).
Rozwigzanie:
Zastosujmy kryterium Cauchy’ego do zbadania zbiezno$ci danego w zadaniu szeregu
traktowanego jako szereg liczbowy z parametrem z. Otrzymujemy

,d (2n+1)-Js| _ 2-Js|

3n+2 3
<1, ezyli |z| < 2, to dany w zadaniu szereg jest zbiezny.
2-|7]
3
Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego jest rowny g

(2n+1)n-2n
(3n+2)"

9.
Jezeli 2]

3
Jezeli zas >1, czyli |z] > 2 to dany w zadaniu szereg jest rozbiezny.

Pozostaje rozstrzygna¢ zbieznos¢ szeregu na okregu bedacym brzegiem kota zbiez-
nosci, czyli dla |z|=3/2. W tym przypadku rozwazymy ciag wartosci bezwzglednych
wyrazow szeregu:
(2n+1)"- 2"

(3n+2)"

_(2n+1)"'3"_(6n+3)”_(1 1 )n:

T (Bn+2)7-20 (bn+4) ' 6n+4
1

6n+4\ i 1/6 1
= (1= B IR g
(g ) ) =g

Poniewaz wartosci bezwzgledne wyrazéw szeregu daza do liczby réznej od zera, szereg
jest rozbiezny.

Odpowiedz: Obszarem zbiezno$ci danego szeregu potegowego jest koto o érodku
w zerze i promieniu 3/2 bez brzegu.

Egzamin -6 - Rozwigzania zadan otwartych



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2022/23

Zadanie { (ZADANIE DODATKOWE)

Obliczy¢ sume szeregu
1

nz::ln-?)”'

Rozwigzanie:
Podstawiajac we wzorze

> (—1 n+1l, ,.n
ln(l—i—x):Z#
n=1 n
wartosé¢ x = —1/3 otrzymujemy
2 X -1
InZ=
" nz::ln-B”’
skad
> 1 2
Z —In-=In-
—mn-3n 3

Odpowiedz: Dany szereg ma sume In 3
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Zadanie 8 (ZADANIE DODATKOWE)

Udowodnié nieréwnosé .
10

1
> — > -+10:-In10.
n=1 2
Rozwigzanie:
Pole pod wykresem funkcji f okreslonej wzorem

na przedziale [1, 10'°] jest réwne
1010

1010d
/ Yoz =I10°=10-In10.
1 * =1
Obszar pod tamana! o wierzchotkach (n, 1/n) dlan=1,2,3, ..., 10 sktada si¢ z tra-
pezow i ma pole rowne
1010—1 1010—1 1010
1 /1 1 11 1 1 1 11 1 1 1
Z ( >:._|_.10+ Z .. 710_;_2*_
= 2 21 210 = n 21 210 —n
7 uwagi na wypukloéé¢ funkcji f opisana tamana lezy nad wykresem? funkcji f, skad
wynika nieré6wnos¢ miedzy polami rozwazanych figur:

_i_i
n n+l

1 1 0
10-In1 ——— —.
0-In10 < —5 = 101°+nz::1n

Wobec tego
1 1 10101 1010
—+10-In10 < — —
p 0 2. 1010+Z nZ:ln

'A dokladniej: obszar miedzy lamana i osia OX.
2A dokladniej: wierzchotki lamanej lezg na wykresie a wnetrza odcinkéw nad wykresem.
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