Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2022/23

Kolokwium nr 4: wtorek 20.12.2022, godz. 10:15-11:45, material zad. 1-441.

Zadania do omdéwienia na éwiczeniach
w poniedzialek 12.12.2022, Srode 14.12.2022 i poniedzialek 19.12.2022.

Zadania podobne do zadan wczesniejszych mozna pomingé, jesli nie sprawiajg trudnosci.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed éwiczeniami !!!
9. Pochodna funkcji

372. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzoér na pochodng funkcji f
okreslonej wzorem f(x)=+vaz?+1.
Uwaga: Nie wolno uzywac reguly de I’Hospitala lub w inny spos6b omija¢ bezposrednie korzystanie z definicji

pochodnej. Ta sama uwaga dotyczy kolejnych dwéch zadan.

373. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodng funkcji f
okreslonej wzorem f(z)= /x na przedziale (0, +00).

374. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzoér na pochodng funkeji f
okreslonej wzorem f(z)= v/a¥+1.

W kazdym z kolejnych 10 zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka
nieskracalnego wartosci pochodnej funkcji w trzech podanych punktach.

375. f(z)= ¥z F)=...... F®)=...... FeD=......
1 / o ! . / o
376. f@):m F)=...... F(2)=...... F3)=......
377. f(x):ln<x2+1 +arctg2 ()= (2= f'(3)=
378. f(z)=In(2"+1) = ..... f)=..... f3)=.....
379. f(x):arctg(x2> ff()=...... f2)=...... fB)=......
380. f(z)=+24z+1 FO)=...... F)y=...... F@2)=......
381. f(z)=Va®—1x+8 f(=1)=..... F0)=..... ffy=....
1 / _ ! _ ! _
382. (1) = s F=)=..... F0)=..... F)=.....
1 / _ / _ / _
383. f(0) = gm—ss Fl=1)=..... F0)=..... F)=.....
384. f(z)=+vBz+1- V72241  f(0)=.... F)y=.... F3)=....

385. Wyznaczy¢ rownanie prostej, ktéra jest styczna do obydwu nastepujacych pa-
rabol: paraboli o réwnaniu y = 22 oraz paraboli o réwnaniu y = x* — 8z.

386. Na potrzeby tego zadania prosta nazwiemy fajng, jesli jest styczna do obydwu
nastepujacych parabol: do paraboli o réwnaniu y = 22+ 2 oraz do paraboli o réwnaniu
y=—x2. Wyznaczy¢ réwnania wszystkich fajnych prostych.
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387. Na potrzeby tego zadania prosta nazwiemy fajng, jesli jest styczna do obydwu
nastepujacych parabol: do paraboli o réwnaniu y = 2?+2 oraz do paraboli o réwnaniu
y=2x% Wyznaczy¢ réwnania wszystkich fajnych prostych.

388. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:R — R okre§lona wzorem f(x) = /x3+2° jest
rozniczkowalna w zerze.

389. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= vai+ab jest
rozniczkowalna w zerze.

390. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:IR — R okreslona wzorem
f@)=V V11
jest rézniczkowalna w zerze.

391. Wyznaczy¢ takg warto$é rzeczywista parametru a, ze funkcja f okreslona wzo-

rem
flx)=VVz?+1—-1+a- Vi r1-1

jest rézniczkowalna w zerze.

W kazdym z kolejnych 7 zadan dla podanej funkcji f;:IR — R podaj wartosci pochod-
nych jednostronnych funkcji f; w zerze.

392. fi(z)=VVvri+1-1 THOR I FO0) =
303. fo(z)=VV222 111 0T ) = e A0 =
394. ﬁ(@:%ﬁ 207)= . £ =
395. fi(z) =822+ 819 107 )= A0 =
396. f5(x)= V222111 07)= o, oY=
397. fo(x) = Va2 1162 0T) = fa0t)y = ...

398. f7(x)= \/\4/8552 +81-3 )= ... 0= ...
399. Funkcja f: (0, +00) — R jest okreslona wzorem
flx)=14+z+2x.

Funkcja g jest ztozeniem 100 egzemplarzy funkcji f:

g9(@) = f(ffC- fOf(2)-)))
Obliczy¢ ¢’ (100).

400. Udowodnié¢ nieréwnosci

1 1
—_— tgbl —arctgd —_.
1301 < arctgbl —arctgd9 < 1201
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401. Udowodnié nieréwnosci

1<19 18<1
— nd —1In - .
9 8

402. Udowodnié¢ nieréwnosci

1 1
31 <arctgl3 —arctg8 < TR

403. Udowodnié nierdwnosé

arctgb +arctgl2 < arctg7+arctglO.

404. Udowodnié nierdwnosé
26 pArctgs <95. paretgr

405. Dana jest funkcja f: (0, +00) — R okreslona wzorem
flx)=Vam+m.
Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x, y zachodzi nieréwnosé

[f(2) = fw) <[]z —y].

406. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem
F(z) = V1022 19000 .

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [-10, 10] zachodzi nieréwnosé
[f (@)= fy)l<lz—y].

407. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem
flz) =522 +125.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [-10, 10] zachodzi nieréwnosé
|f(2) = f)<2-]z—yl.

408. Dana jest funkcja f:[—1, 1] — R okreslona wzorem
flz)=v22242.

Dowiesé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—1, 1] zachodzi nieréwnos¢
@)= ) <|z—y|.

409. Dana jest funkcja f:[—4, 4] — R okreslona wzorem
flz)=vx249.

Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé
7@~ F@) < 5 lr—sl
410. Niech funkcja f:[4, co) — R bedzie dana wzorem
fle)=—

xt’
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Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [4, 00) zachodzi nier6wnosé

[z~
@) =l < e~

411. Dana jest funkcja f:IR — R okreslona wzorem
f(z)=1In (e‘” + e"”) :

Dowieéé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé
[f(z) = fy) <lz—yl|.
412. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem

f(x) zln(:c2—|—1> .

Dowieéé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé
[f(z) = f)<|lz—y|.

413. Funkcja rézniczkowalna f: (0, +00) — (—o00, 0) spetnia warunki f(1)=-2/3 oraz
f(2)=-2/5. Dowies¢, ze stad wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej dodatniej z, ze
(@)= (f(x))".

3 1
Wskazéwka: g(z) = )
414. Funkcja rézniczkowalna f: (0, 400) — (0, +00) spelnia warunki f(2)=11 f(4)=4.
Dowies¢, ze stad wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej dodatniej z, ze

fl@) =y flz).
Wskazéwka: g(z) = 2-%
415. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji f okreslonej wzorem
f(@)=a?—3-Jo+1]
na przedziale [—2, 2] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiggane.
416. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji f okreslonej wzorem
f(x) :a:+(x2—6’
na przedziale [—4, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
417. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji f okreslonej wzorem
f(z) ::c+’:c2—a:—6)
na przedziale [—5, 5] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
418. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji f okreslonej wzorem
flx)=2%—Via? + 4z +1
na przedziale [—3, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiggane.

419. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji f okreslonej wzorem

f(z)=V922 +6x+1—2°
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na przedziale [—2, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

420. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkcji f okreslonej wzorem
f(x) :3x+‘x3—9x‘
na przedziale [—4, vV 10] oraz poda¢, w ktorych punktach te wartosci sg osiaggane.

421. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkcji f okreslonej wzorem
f(x)=2z+Va*t—98z2+ T4

na przedziale [—11, 9] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiggane.

422. Wyznaczy¢ punkty, w ktérych funkcja f zdefiniowana wzorem

r  10-In(22+1)
flz)= %" 99 +arctge

osiaga najmniejsza i najwieksza warto$¢ na przedziale [9, 11].

423. Wyznaczy¢ punkty, w ktérych funkcja f zdefiniowana wzorem
9 81

osiaga najmniejsza i najwieksza warto$¢ na przedziale [4, 5].

424. W stozku o objetosci 1 chcemy umiesci¢ walec w taki
sposob, ze jedna z podstaw walca lezy w ptaszczyznie podsta-
wy stozka, a obwod drugiej podstawy walca lezy na powierzch-
ni bocznej stozka. Rysunek obok przedstawia widok z boku,
ewentualnie przekrdj ptaszczyzng zawierajaca wspolng os obro-
tu stozka i walca. Jaka najwicksza objeto$¢ moze mie¢ walec?

425. W trojkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o rownaniach y =0 i
x =1 oraz parabola o réwnaniu y = 2% chcemy wpisaé prostokat jak na rysunku
obok. Jakie najwieksze pole moze mie¢ taki prostokat?

426. W trojkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o réwnaniach y =0 i
x =1 oraz krzywa o réwnaniu y = 2% chcemy wpisaé¢ prostokat jak na rysunku
obok. Jakie najwieksze pole moze mie¢ taki prostokat?
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427. Dana jest funkcja f:R — R okredlona wzorem f(z) = v/22+ 12. Dowies¢, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[z -yl
(@)= fy)l < =&~

gdzie C'=6 (wersja trudniejsza) lub C'=3 (wersja latwiejsza).

428. Dowiesé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x € (2, 4) zachodzi nieréwnosé /x> V2.

429. Wyznaczy¢ najwieksza wartosé funkcji f: IR — R okreslonej wzorem

f(z)=>bsinz —sinbx.

430. Niech f(x)=4cosz+sindx. Poda¢ wszystkie miejsca zerowe pochodnej funkcji f
w przedziale [0, 27).

431. Rozstrzygnaé, ktora liczba jest wigksza:
16-arctg7+1n13 czy 16-arctg8+1n10 ?

Wskazéwka 1: Podane liczby sa wieksze od 25, a réznia sie o mniej niz 0,02 — nie
probuj bezposredniego szacowania.
Wskazéwka 2: Zbadaj funkcje pomocnicza f(x) = 16arctgr —In (22 +1).

W kazdym z 10 ponizszych zadan podaj najwieksza wartos¢ funkcji f na przedziale
[0, 00). Odpowiedzi podaj w postaci liczby caltkowitej lub utamka nieskracalnego.

432, f(z)=vr—22* .
433. f(x) =4z —2*

434. f(x)=32yr—2°

435. f(z) =42 —272° ..
436. f(r) =32y —272> ...
437. f(x) =4z —1252% ...

438. f(x) =6z —2> ...

439. f(r) =3z —162> ...
440. f(x)=8Vz—x* ...
441. f(x)=+/r—162" ...
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