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286. Funkcja f:R — R jest okreslona wzorem

25x /4922437
f@) ==+~

Dowiedé¢, ze f jest odwrotna do samej siebie.

Rozwigzanie:

Wykres funkcji f jest krzywa o rownaniu

251 N V4922 +37

24 24 ’

24y +25x = /4922437 .

y=-
czyli

7 powyzszego réwania wynika
24y + 247 = /4922 + 37 — x> V4922 + 37 — || = V4922 + 37— Va2 > 0,
a z podobnego réwnania
24y + 252 = —/4922 4 37
dochodzimy do

24y + 24z = —\/A922 + 37 — 1 < —\/4922 + 37+ | x| = —V/4922 + 37+ V22 < 0.

Zatem réwnanie wykresu funkcji f mozna podnie$¢ do kwadratu uzupelniajac je nieréw-
noscia x+y > 0. Otrzymujemy kolejno

576y* + 12002y 4+ 6252% = 4922 4 37, T+y>0
576y° + 12002y + 57622 =37,  x+y>0
Z uwagi na symetrie wystepowania x oraz y w powyzszym warunku, wykres funkcji f

jest symetryczny wzgledem prostej o réwnaniu x =y, co oznacza, ze funkcja f jest funkcja
odwrotng do samej siebie.

287. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(x)= v/22+10%. Dowieéé, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé

[z —y|
[f(@) =l < =55~

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
at=b' = (0> =) (a®+b%) = (a—b)- (a+b)- (a® +1%) |
ktory przy zatozeniu a+b+# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a*—b*
(- 6)- (a2 +57)
Przyjmujac a = v22+10* oraz b= 42+ 101, zauwazamy, ze a+b> 0 i przeksztalcamy

lewa strone dowodzonej nieréwnosci:

If(fr)—f(y)lz‘\‘yx2+1o4— (%y?+104’=

a—b=
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_ (22 4+10%) — (y* +10%) B
(Va2+10% + V32 +10%) - (Va2 + 107+ /2 + 107)

_ |22 — 3| _
(Va2 +10%+ Vi +107) - (Va2 + 10" + /32 + 107)

_ [z =yl |z +y|
(Va?+107 + V2 +107) - (Va2 + 10"+ /7 +107)

Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a? otrzymujemy:

oty < |2l + |y = V22 + /y? < Va2 100+ /y2 100

skad
[z +y|

Va2 4+ 104+ /y2 + 10

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1 1

< — -
\4/m2+104—|—{1/y2—|—104\ VO+10*+v0+10* 10+10 20
Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z —y|- |z +y| _
({l/x2—|—104—|— \4/y2—|—104) : (\/x2+104+\/y2+104)
Va2 104+ Y2 1107 Va2 + 104+ /g2 + 107 20 20

288. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
fla)=vVait1.

Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé
[f (@)= f)l<lz—yl.
Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
at=b' = (0> =) (a® +b%) = (a—b)- (a+b)- (a® +1%) ,
ktory przy zatozeniu a+b+# 0 mozna zapisa¢ w postaci
4 b4
a
(- 6)- (a2 +57)
Przyjmujac a = vxi +1 oraz b= y*+1, zauwazamy, ze a+b> 0 i przeksztatcamy lewg
strone dowodzonej nieréwnosci:

@)= )] =|VaT+T= 1| =
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_ (z+1)—(y* +1) _ (1)
(Var+ 1+ V" +1) - (Vo + 1+ +1)

i

_ |zt —y
(VaT+ 1+ Vy™1) - (Va'+ 1+ Vy™+1)
_ |22 —y?|- (° +y%)
(Var+1+ g™+ 1) - (Vo + T+ +1)
_ [z —y|- |z +y|- (=° +y%)
(Vam+1+ ¥y 1) - (VaT+ 1+ +1)
Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé || = vt otrzymujemy:

+y| < ||+ |y = Vet + Yyt < Vat+ 1+ Yyt +1,

(2)

skad
|z +y|
1. 3
Val+ 1+ Vy™+1 )
Podobnie, wykorzystujac réwnoséé 22 =+ x* otrzymujemy:

x2—|—y2:vx4+\/g< Vart+1+\yr+1,

skad

x? +1?

Vat+ 1+t 41

Potaczenie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

2=yl [z +y|-(2*+y?)
(Vat+ 1+ Vy™1) - (Va'+ 1+ Vy™+1)

:‘x—y‘« |l‘+y| . x2+y2

Vat+ 1T+ Vy ™1 Val+1+Vy™+1

<1. (4)

Sle—yl-1-1=[z—y|.

289. Dana jest funkcja f:R — R okrelona wzorem f(z)= /2% + 108 . Dowies¢, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nierownos¢

[z -y
@) = Fl < 5~

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
8 18 (4 1A (A 1A (a2 212\ (2 L 12) L (1A
a® =0 = (a"=b") - (a’ +") = (a® = 0%) - (®+07) - (a’ +b") =
= (a—b)~(a+b)-<a2—|—b2) : <a4+b4) :
ktory przy zatozeniu a+b+# 0 mozna zapisa¢ w postaci
ad—b®

(a+0b)-(a®+b%)-(a*+0*)

a—b=
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Przyjmujac a = v/z*+10° oraz b= /y*+ 105, zauwazamy, ze a—+b >0 i przeksztalcamy
lewa strone dowodzonej nierownosci:

£ ()= Fy) = | Vot 105 =y +10°| =
_ (24 +10%) — (y* +108)
= (\8/x4_|_108+ \8/y4+108)-(\4/x4+108—1— \4/y4+108>-<\/m4—}-108—|—\/y4+108>

B |2t =y B
- (Va 105+ Yy 10°) - (Vat+ 105+ Vy T+ 10°) - (Vat + 108 + /y "+ 105)
[z —y|- |z +y|- (2> +¢°) (1)

- (Vo108 + YT+ 10°7) - (Va'+ 105+ Wy T+ 10°) - (Vat + 105 + /yT+ 105) |
Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac rownosé |z| = V! otrzymujemy:
[yl < fal+ ol = VT4 iyt < VaT $ 108+ iy +10%,
skad

|+
<1. 2
Vat+ 108+ /y +10° @)

7 kolei réwnosé % = v/ a* prowadzi do:

2412 =V gt < VI 105+ /yt 4108,

skad
2, 2
Tty <1 (3)
Vat 4108 +/y + 108
Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1 1
8 8 S5 8 - T (4)
Vat+108 4+ /y*+105 ~ V0+108++v0+108 10+10 20
Zastosowanie nieréwnosci (2), (3) i (4) do (1) pozwala dokonczy¢ oszacowania:
[z —y| [z +yl|-(2®+y?) _
(Vat+ 108+ §yT+10%) - (Vat + 108+ /yT+10%) - (Va* + 108 + /y*+ 10F)
—|z—yl- 1 . [z +y ) 2?4y <
N I+ Yy 110 Vot 10+ Vg 10 Vol + 105+ £ 10°
1 _
Lle—yl-—-1-1= 2=yl :
20 20

290. Niech funkcja f:[1, 0o) — R bedzie dana wzorem f(z)= '¥x.
Dowiesé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [1, 00) zachodzi nier6wnosé

|z —y|
(@) = Fl < =6~

Rozwigzanie:
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Przeksztatcamy lewg strone dowodzonej nieréwnosci stosujac czterokrotnie wzér na roz-
nice kwadratéw!, a nastepnie szacujemy korzystajac z nieréwnoéci z, y > 1:

) — — | 16/ — 16/7| = [z —y] S
f(x) = Fy)| =] Vr— 1y (1%+1\%)_(%+\%).(3/§+3/§>.<\/§+\/§)<

|z —y| _ |-yl

<(1\6/T+ VI)-(VI+V1)-(Vi+ V1) (VI+vl) 16

co konczy dowdd danej w tredci zadania nierownosci dla dowolnych x, y > 1.

1
291. Niech funkcja f:[3, 00) — R bedzie dana wzorem f(r)= —;. Dowies¢, ze dla
x
dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [3, 00) zachodzi nieréwnosé
[~y

@)= s < 2

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréw-
nosci x, y > 3:

1L 1| P =2| |z—yl-@P+ay+y?)
|f(z)—f(y)| = 3T 37| 3.3 |T 3,3 -
T Y 2y -y
| |<x2+$y+y2>| |<1+1+1)<
= |\ — . = |\ — . -
Yy x3y3 x3y3 x3y3 Yy xy3 x2y2 x3y =
1 1 1 3 1 Jz—y| _|z—y
<oyl (gt i) =l vl g =yl gy =Rt <,

co konczy dowdd danej w tresci zadania nieréwnosci dla dowolnych z, y > 3.

1
v
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [16, 0co) zachodzi nier6wnosé

|z —y|
(@) =Wl < g™

292. Niech funkcja f:[16, co) — R bedzie dana wzorem f(z)=

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréw-
nosci x, y > 16:

@) f)] = | e — —

R N I e B e
Ve sl Wa ey (Ve t )
|z —y| |z —y|

Yo (Ve + i) (Vi i)~ VI6-16- (16 ¥16) - (VI6+VT6)

IMozna réwniez zastosowaé ogdlny wzér na réznice n-tych poteg dla n = 16.
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_ |z —y| _lz—y

4-(242)-(4+4) 128

co stanowi dowod danej w tredci zadania nieréwnosci dla dowolnych x, y > 16.

1
293. Niech funkcja f:[8, c0) — R bedzie dana wzorem f(z) = —.
T

Zdanie Z: Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [8, co) zachodzi nieréwnosé
|fl@)=f)<C-lz—y|.
a) Dowies¢, ze zdanie Z jest prawdziwe dla C'=1/60.
Rozwigzanie:

Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréw-
nosci x, y > 8:
x)— = = ,
f@) = sl = |- =l <l - <R

co stanowi dowdd danej w tresci zadania nieréwnosci dla C'=1/60 i dowolnych x, y > 8.
b) Dowiesé, ze zdanie Z jest falszywe dla C'=1/80.

Rozwigzanie:

1_1%:M—yhiw—yh_w—yhim—y

Dla z =8 oraz y =9 mamy |z —y|=1 oraz
1 |z—y

f@) = f)l =5 >

wskazaliSmy wiec przyktad liczb z, y > 8, dla ktérych dana w tresci zadania nieréwnosé
jest falszywa przy C'=1/80.

Nie jest wiec prawda, ze ta nieréwnosé¢ zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych
x, y €8, 00).

294. Niech funkcja f:[25, co) — R bedzie dana wzorem f(x)=+/z.
Zdanie Z: Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [25, 00) zachodzi nieréwnosé
[f@) = Fyl<C-lz—y|.
a) Dowies¢, ze zdanie Z jest prawdziwe dla C'=1/10.
Rozwigzanie:

Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréw-
nosci x, y > 25:

|z —y| lz—yl _lz—yl _|z—y|
€T — = T — = < = = s
co stanowi dow6d danej w tresci zadania nieréwnosei dla C'=1/10 i dowolnych x, y > 25.
b) Dowies¢, ze zdanie Z jest falszywe dla C'=1/12.

Rozwigzanie:

Dla z =25 oraz y =36 mamy |z —y| =11 oraz

=yl ey
@) =fW)l=1="—7"> "

Lista 7R - 201 - Strony 196-214



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2022/23

wskazaliSmy wiec przyktad liczb x, y > 25, dla ktérych dana w tredci zadania nieréwnosé
jest falszywa przy C'=1/12.

Nie jest wiec prawda, ze ta nieréwnos$é¢ zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych
x, y €[25, ).

295. Dla funkcji f: (0, oo) — R okredlonej wzorem f(x)=2? wskazaé¢ odpowiednie
liczby rzeczywiste dodatnie x, y i udowodnié¢ nieréwnosé

|f(z) = f(y)] >100- |z —y|.
Rozwigzanie:
Z roéwnosci
f(@) = fW)] =] —*| = (z+y) |z —y
wynika, ze warunki zadania spetnia dowolna para réznych liczb rzeczywistych dodatnich

x, y spelniajgcych warunek
r+y>100.

Mozemy wiec wskaza¢ x =50, y=>51.

1
296. Dla funkcji f: (0, c0) — R okreslonej wzorem f(x)= — wskaza¢ odpowiednie
x

liczby rzeczywiste dodatnie x, y i udowodni¢ nier6wnos¢
|f(x) = f(y)| > 100z —y].
Rozwigzanie:

7, rownoscl

@)= fo)l=|,

wynika, ze warunki zadania spelnia dowolna para réznych liczb rzeczywistych dodatnich
x, y spetniajacych warunek

11 1
=—-lz—y
y

1
— >100,
xy
czyli
1

< —.
=100

Mozemy wiec wskaza¢ ©=1/10, y=1/11.

297. Dana jest funkcja f:IR — R okreslona wzorem
flz)=vaz24108.

Dla wybranych przez siebie liczb rzeczywistych z, y udowodnié¢ nieréwnosé
|f(2) = f(y)|>0,6-[z—yl.

Rozwigzanie:
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Zastosowanie wzoru na roznice kwadratow prowadzi do

|22 — 7| |z +y]
1O =1W= ey v Y st T
Dana w tresci zadania nierowno$¢ bedzie spetniona, jezeli x # y oraz
|z +y|
>0,6. 1
Va?+108+/y>+108 @

Dla uzyskania nieréwnosci (1) wystarczy przyjaé, ze z i y sa réznymi liczbami rzeczywi-
stymi dodatnimi spetiajacymi warunki

2>0,6-vV22+10° (2)
y>0,6-1/y2+108. (3)

Przeksztatcanie nieréwnosci (2) prowadzi (przy zatozeniu dodatniosci x) do nieréwnosci
rownowaznych:

oraz

2 >0,6%-2°40,6%-10%,
0,64-2%>0,36-10%,
x2>0,36-108

0,64
x2>36-108
64
6-10*
g
3-10*
1
x> 7500

x>

T >

Analogicznie nieréwnos¢ (3) jest réwnowazna nieréwnosci y > 7500.

Dana w tresci zadania nierownos¢ jest wiec prawdziwa dla dowolnych réznych liczb
rzeczywistych x, y wiekszych od 7500, np. dla x =7501 i y ="7502.

298. Niech f:R — R bedzie funkcja okreslona wzorem
fx)=a- {22} +b-{22}* +c-{a},
gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.
W kazdym z podpunktow uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=-1, ¢=0 b) a=-2, b=2, ¢=0
c) a=NIE, b=NIE, c¢=3 d)a=2, b=-2, ¢=0
e)a=-3, b=3, ¢c=0 f) a=NIE, b=NIE, c¢=5
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299. Niech f:R — R bedzie funkcja okreslong wzorem

f(:c):a-{Qx}+b~{:c}+c-{Jc—l—;},

gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.

W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=-1, c¢=-1 b) a=-2, b=2, c¢=2
c)a=-3, b=3, ¢c=3 d)a=4, b=—4, c=-4
e)a=-5 b=5 c=5 f) a=—6, b=6, c=6

300. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem

ar’+br+c dla <0
{ dr+e dla 0<z<1
ar’+br+c dla 1<z

W kazdym z podpunktow uzupeinij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=2, ¢=3, d=3, e=3

b=2, ¢=NIE, d=4, e=NIE
c)a=1, b=3, c¢=5, d=4, e=5
b=7, ¢c=8, d=9, e=8

fz)=

b=7. ¢=10, d=13, e=10
f) a=6, b=3, ¢=8, d=9, e=8

301. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
fa)=a-{a}+b-30,
gdzie {z} oznacza czesé utamkowa liczby x, a w drugim sktadniku wyrazenie {x} wyste-
puje w wykladniku potegi o podstawie 3.
Wyznaczyé wszystkie pary parametréow rzeczywistych (a, b), dla ktérych funkcja f
okreslona powyzszym wzorem jest ciagla.

Rozwigzanie:

Funkcja f zalezy od {x}, jest wiec okresowa z okresem 1. Ponadto f jest ciagla we
wszystkich punktach niecatkowitych. Pozostaje zbadaé cigglosé funkcji f w punktach
catkowitych, a wobec jej okresowosci, wystarczy zbadacé ciagtos¢ w punkcie 1.

Poniewaz
lim f(z)=a+3b

r—1—

oraz

lim f(x) = f(1)=b,

z—1+
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funkcja f jest ciggta wtedy i tylko wtedy, gdy
a+3b=0,

czyli
a=—2b.

Odpowiedz: Funkcja f jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy a = —2b.

302. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
1
f@)y=a-{2z}+b-{20+1}+c-{z}+d- {x+ 2} :

gdzie {y} oznacza czesé utamkowa liczby y.

W kazdym z podpunktéw uzupeinij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=2, ¢=-3, d=-3

b)a= -5 b=2, ¢=3, d=3

¢) a= NIE, b= NIE, c¢=3, d=4
d)a=2, b=3, ¢c=-5 d=-5
e)a=-9, b=3, ¢c=6, d=6

f) a= dowolne, b= —6-a, c¢=6, d=6

303. Niech f:R — R bedzie funkcja okreslong wzorem
f@)=a{z}y’ +b{z}* +c{z}+d,
gdzie {x} oznacza czesé utamkows liczby .
W kazdym z podpunktow uzupetnij brakujaca liczbe tak, aby funkcja f zdefiniowana
powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczba o zadanej wtasnosci
nie istnieje.

a)a=-5 b=2 ¢=3, d=4
b)a=1, b=-4, c¢=3, d=4
c)a=1, b=2, ¢=-3, d=4
d)a=1, b=2, c¢=3, d=NIE

304. Wyznaczy¢ wszystkie pary parametréw rzeczywistych (a, b), gdzie a <b, dla
ktérych funkcja f: IR — R okreslona wzorem

4 dla z<a
f(x):{|x2—5| dla a<z<b
4 dla  b<z
jest ciggla.
Rozwigzanie:

Oczywiscie funkcja f jest ciaglta w kazdym punkcie réznym od a i b.
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Ponadto
lim f(x)=4
oraz

f(a)= lim f(x):’a2—5

z—at

Y

skad wynika, ze funkcja f jest ciggla w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy

4= ‘aQ — 5( .
Przeksztatcanie powyzszego réwnania prowadzi kolejno do
a’*—5==14,
a®*=5+4,
skad a € {—3, -1, 1, 3}.
Podobnie
lim f(z) = |b* ~ 5
oraz

f(b) = lim f(a) =4,
skad wynika, ze funkcja f jest ciggta w punkcie b wtedy i tylko wtedy, gdy
4=[>-5

czylibe {-3, —1, 1, 3}.
Zatem funkcja f jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy a,be {—3, —1, 1, 3}, co w pota-
czeniu z warunkiem a < b prowadzi do szeciu par (a, b) spetiajacych warunki zadania.

Odpowiedz: Warunki zadania sa spelnione przez pary (=3, —1), (=3, 1), (=3, 3),
(-1, 1), (-1, 3), (1, 3).

W kazdym z pieciu ponizszych zadan podaj takie liczby rzeczywiste a <b, aby funkcja
f:R — R okreslona podanym wzorem byta ciggta.

logy (#2+7) dla z<a
305. f(x):{ 3 dla a<z<b a= —1, b= 1.
logy (#247) dla  b<=z

log, (z2+7) dla z<a
306. f(x):{ 4 dla a<z<b a= —3, b= 3.
logy (#2+7) dla  b<=z

logy (#2+7) dla  z<a
307. f(a:):{ 5 dla a<z<b a= —5, b= 5.
log, (z2+7) dla  b<=z

Lista 7R - 206 - Strony 196-214



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2022/23

logy (#2+7) dla  z<a

308. f(x):{ 6 dla a<z<b a= —V57, b= V/5T7.
logy (#2+7) dla  b<=z

logy (#2+7) dla z<a
309. f(x):{ 7 dla a<z<b a= —11, b= 11.
logy (#2+7) dla  b<=z

310. Podaé wszystkie trzy pary parametrow (a, b), gdzie a <b, dla ktérych funkcja
f:R— R okre$lona wzorem

3 dla a<z<b
z dla b<zx

xz dla r<a
-]

jest ciagta.
a=-—1, b=0 a=-—1, b=1 a=0, b=1

311. Podaé¢ wszystkie sze$¢ par parametréow (a, b), gdzie a < b, dla ktérych funkcja
f:R— R okreslona wzorem

6 dla z<a
f(a:):{|x2—10x—|—15| dla a<z<b
6 dla  b<z
jest ciggla.

a=1, b=3 a=1, b="T7 a=1, b=9
a=3, b="7 a=3, b=9 a="7, b=9

W kazdym z pieciu ponizszych zadan podaj takie liczby rzeczywiste a <b, aby funkcja
f:R — R okreslona podanym wzorem byta ciggta.

312.
2 dla  x<a
f(x):{l dla a<z<b a= —1, b= 1.
x? dla b<zx
313.
x? dla r<a
f(a:):{x dla a<z<b a= 0, b= 1.
2 dla  b<zx
314.
2 dla  x<a
f(x):{x—i—Q dla a<z<b a= —1, b= 2.
2 dla b<zx
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315.

22 dla  z<a
f(x):{x+6 dla a<z<b a= —2, b= 3.
2 dla  b<=zx

316.

2¢ dla a<<zxr<b a= 0, b= 2.

{x2 dla z<a
x? dla b<zx

W kazdym z trzech ponizszych zadan podaj takie trzy pary liczb rzeczywistych a <b,
aby funkcja f:R — R okreslona podanym wzorem byla ciggla.

¥ dla  z<a a= —8, b=10
317. f(x)=< 64z dla a<z<b a= —8, b= 8
2 dla  b<uz a=0, h— 8
26 dla  z<a a=—2v2, b=0
318. f(z)=< 64z* dla a<z<b a= —2v2, b= 22
2% dla b<z a=0, b= 2v/2
2 dla  z<a a= -2, =0
319. f(z)=< 6423 dla a<z<b a= —2, b= 2
2 dla  b<z a=0, b= 2

W kazdym z ponizszych zadan podaj warto$¢ granicy funkcji lub granicy niewtasciwej
+00 =00 albo —oco. Wpisz literke R, jesli nie istnieje granica ani granica niewtasciwa.
Mozesz wykorzysta¢ granice
. 1\*
lim (1+—) =e.
T— 00 T

320. xh_%h log(\/ﬁf?))x: —0o0 321. xli,m+ log(\/ﬁf?))x: 400
322. xl_l)I_Eloolog(\/ﬁ_z;)x: +00 323. xl_l)ﬂ’loolog(\ﬁ 3) —00

324. lim (\/_ 3) = oo 325. lim <\/_ 3) =0

T—+00 T——+00

326. lim (\/1_7—3)90: 0 327. lim <\/E—3>x: o0

r——00 T——00
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328.

330.

331.

332.

334.

336.

338.

340.

341.

343.

345.

347.

349.

351.

352.

Lista 7R

x1_1)1;1r100 arctgr = /2

hm arctg (\/_ 4) r= 1/2

T——+00

hm arctg (\/_ 4) =

T——+00

\/__

x—>64 xr—64

lim \/__
r—64 \/_ 8

221/.% o

= 1/48

= 1/3

lim
z—0~

1

lim 22 = 4o
xr—0t

lim 22 = 4
r——400

lim {logyx} =

r—16—

lim {loggx}= 1/3

r—16~

2 xr
lim <1—|—> = ¢?

r—+00 T

1\ (@+4)” \
lim (1—|—> = e

T—+00 xr

3(1)
lim 25" =32

r——00

lim 4% —64

r——00

r—+00

r——+00

lim (log, (z+32)—log, (z+4)) =0

- 209 -
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329. lim arctg2x = =/2

Tr—+00
. x—64
333. lim = 16
x—64 /1 — &
1/SE
335. hm 92 +00
r—0t
. 1/x
337. lim 2°" = o
Tr——+00
339. lim 2% = o
r—0—

342. lim {logyz}= 0

z—16T1

344. xL”fé {loggz}= 1/3

3 X
346. lim <1+> = ¢3
a

r—400

1 (x+27)"
(o 7o
T

350. lim 32 =9

T——00
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353. lim (log, (32x+1)—log, (z+4)) =5

r——+00

354. 11m <1og2(32x+1)—10g2(4x+1)):3

J,'—)

1 VAaz2+1 4 VAaz2+1
: 2 : 8
355. lim (1—1—) =e 356. lim <1—|—> =e
r—+00 €T T——+00 x
1 VAaz241 1 224
357. lim (1+— =€ 358. lim (1+—— = e
x—+00 4x z—+00 4x

359. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem
fl@)=Vat+ad+a2.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
et g D 3T ( 2+x)2 370
4ttt ="+t + — =(x*+= ,
4 4 2 4 7
skad wynika, ze funkcja f jest okreslona na catej prostej rzeczywistej. Poniewaz funkcja f
jest ciggla, nie ma ona asymptot pionowych.

Przystepujemy wiec do proby wyzanaczenia asymptot ukosnych/poziomych.

flx) . Vattada? a3+ a?

a= lim ~—~= lim —— = lim - — lim 1+—+—=
r—+00 T——+00 x T—+00 1*4 T—+00 x xQ
_ 7 _ _ 4/ 3 2 _ ) —
b gcl_l)rf(><> (f(x)—ax)= $l_1)§rn ( rt+ad+x x)

(2 + 23 +2?) — 2
= lim —
@00 (\/x4—|—x3+w2+x) (\/x4—|—a:3+:v2+x2>
2% 4 22
= lim —
r—+00 (1/‘%4_'_1‘3_}_‘@2_’_1.) (‘/$4+$3+I’2+ZL‘2)
14+271! 1 1

:zgrfoo<4 o o 2+1)-(Vido i+o 2+1)  (1+41)-(1+1) 4’

W powyzszych rachunkach skorzystaliémy ze wzoru

T (s+t) (s2412)

Wyznaczajac asymptote przy ©— —oo pamlegtamy, ze w tym przypadku nalezy przyjac
zalozenie x <0, a w konsekwencji x = —|z| =—Vz
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f(z) 5 Vit a3 a2 ’ V't a3 2
= m — = _— —

a= lim —== 1 = lim
T——00 1 T——00 T T——00 _,4/334

44 234 2 1 1
= lim |- R = lim —\71—1———1—— =_1.
T——00 x4 T——00 T 2

b= lim (f(z)—az)= lim (Vaitaitad+s)=

r——00 r——00

(2423 4+ 2?) — 2t

. 23+ 22
= lim 1 =
IH*OO<\/J:4—I—I3+x2—:L')~< :L‘4+x3—|—a:2+x2>
T 1+z71! Y 1+271t B
T on e (Ve VTR | 1) ebe [ Yaitaiia? s 1)
() () () ()
1427t 1 B 1

:zg@m(—é/m—l)-( I+ Tz 2+41) (=1-1)-(1+1) 4

Tyma razem skorzystaliSmy ze wzoru

+t st
s+t= :
(s—1)- (2 +2)
. 1. . , , . 1
Odpowiedz: Dana funkcja ma w 400 asymptote uko$na o réwnaniu y =z + e

1
tomiast w —oo asymptote uko$ng o réwnaniu y=—x — 1

360. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem f(z)= Vot + 423 + 622+ 1.
Uwaga: Tre$é zadania jest poprawna - pod pierwiastkiem niczego nie brakuje - ma by¢ tak jak jest napisane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

2
o' +40° + 627 + 1 =" +42° + 42 + 227 + 1 = (2 + 23) +22°+1>0,

skad wynika, ze funkcja f jest okreslona na catej prostej rzeczywistej. Poniewaz funkcja f
jest ciagta, nie ma ona asymptot pionowych.

Przystepujemy wiec do proby wyznaczenia asymptot uko$nych/poziomych.

. f(x) . Vat A3 62241 . 443+ 62241
a= lim ——== lim = lim =
r—+00 T—+00 €T r—+400 x4
4 6 1
= lim (Jl+—+—+—=1.
&—-+00 x x? at
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b= lim (f(z)—az)= lim ({1/:24+4a:3+6x2+1—x>:

T——+00 T——+00

~ lim (24423 + 622 +1) — B
9”—’+°°(\/x4+4x3+6x2+1+x) (\/x4+4x3+6x2+1+$2>

i 423 + 62241
= lim =
T oo (x/x4+4x3+6x2+1+x) (\/x4+4x3+6x2+1+x2>

fim 446z 1+273 _
2o <\/1+4x Ly 6242~ 4—1—1) (\/1+4x*1+6x*2+x*4+1)
4
T (1+D)-(141)
W powyzszych rachunkach skorzystaliémy ze wzoru
gt 4
(s+t)-(s2+12)

—t=

Wyznaczajac asymptote przy r— —oo paml(gtamy, ze w tym przypadku nalezy przyjac

zatozenie x <0, a w konsekwencji z = —|z| = —Vat,
. flx) Vi 4ad 62211 Vot 4rd 462241
a= lim —== lim = lim i =
r——00 T——00 €T T——00 — v/l

, 443+ 622+ 1 , 4 6 1
= lim |— = lim [(—\/1+—+—+—]|=-1.
T——00 3;4 T——00 €T x2 .1'4

b= lim (f(z)—ax)= lim ({‘7:5'4—1—4:1:3—1—69524—1—1—:0):

r——00

lim (xt+423 + 622 +1) —
g 1m et
w00 (Yl 44234+ 62% +1—x) - (Val +42% + 622+ 1+ 22)

4a* 4+ 627+ 1
= lim =
w00 (Yot 423+ 622 +1—x) - (Vat + 423+ 622+ 1+ 2?)

I A+6x 14273
et 1m et
T——00 4$ X X X X X

(\/ 142 162 +1 _1) - (\/ EETEE TS +1)

xT

g 446z 14273 B
T omtto (Ve a6 |, (VA6 ()
4z 1 1 2 tbrtl 4
. 446 4273
= 1m =
w00 (T4 T+6a 2+ 2 —1)- (VI+dr T+62 2+ 1+1)
C(=1-1)-(1+1)
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Tym razem skorzystaliémy ze wzoru
4_ 44
s*—1
(s—t)-(s2+12)
przy s=Val+4r34+622+1>01it=2<0, a wiec w sytuacji, gdy s—t jest dodatnie,
a w konsekwencji rozne od zera.

s+t=

Odpowiedz: Dana funkcja ma w +oo asymptote uko$ng o rownaniu y =x+ 1, nato-
miast w —oo asymptote uko$ng o réwnaniu y=—x —1.

361. Wyznaczy¢ asymptoty funkeji f okreslonej wzorem f(z)=xz+ Vb + 2T +a5+7.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

3 2 R
x8+x7+x6+7:<x4+2> +T+7>O’

skad wynika, ze funkcja f jest okreslona na catej prostej rzeczywistej. Poniewaz funkcja f
jest ciagta, nie ma ona asymptot pionowych.

Przystepujemy wiec do proby wyznaczenia asymptot ukosnych/poziomych.

8/ B LT+ 617 84T 4647
u— lim f(x): lim T+ VS +aT+ a8+ ~ im 1+jx Tt a7

r—+oo T—+00 €T T—+00 558
11 7
= lim 1+\8/1+++:1—|—1:2.
T——+00 €x xQ JIS

b=1lim (f(x)—ax)=1lim (m—l—\g/xs—l—x7+x6+7—2x):lim (\8/x8—|—a:7+x6+7—x>:

& =-Foo @=>Foo &=>-Foo
— lim (28 42" +25+7)—2® _
vt (Va2 + a5+ T+a) - (Vad+ 27+ a5+ T+ 22) - (VaS+ a7 + 28+ T+ 2)
~ a2 47 _
"’U_”FOO({3/:1:8+x7+x6+7+:v)-({1/3:8+x7+w6+7+x2)-(\/x8+$7—|—x6—|—7+x4)
= lim 1+§+‘”l7 =
oo (H14 i S+ L4+ (Y141 + 5+ 5+1) - (V1+1+ 5+ 5+1)

1 1
(1+1)-(1+1)-(1+1) 8
W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy ze wzoru
58 —18

(s+1)-(s2+12)-(s*+14)

s—t=
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Wyznaczajac asymptote przy x— —oo pamlgtamy, ze w tym przypadku nalezy przyjac
zalozenie x <0, a w konsekwencji x = —|z| = — Va8,

T——00 1 T——00 T T——00

. flx) xS a2t 47 . ( Vs + x7+x6+7)
a= lim —== lim = lim T =

SaT 42047 17
~ lim (1—jx T ): lim (1—\71++2+8)=1—1:0.
T——00 €T T——00 X T X

b= lim (f(z)—ax) = lim (x—l— \8/3:8—|—x7+a:6—|—7) =

T——00

v (42" +2%+7)—
et 1m g
r——00 (\/x8+x7+x6+7 a:) (é/x8+x7+xﬁ+7+x2) . (\/x8+x7+$6+7—|—x4)

i a2 47 B
R 00(\/338+x7+$6—|—7 x) (é/x8+$7+x6+7~|—x2>-(x/x8+x7+:c6—l—7—|—x4)_

_ 142+ _
_zimm<m_1>,<m+l),<¢m“> -
x X

x

1+1+%
zimw<m_1>_<m“),<m“>
v Ve Vi
y 1+l+l
= 111m
oo (1L L T (P14 5+ 5 +1) (VI + 5+ 5 +1)
1 1

T (-1-1)-(1+1)-(1+1) 8"

Tym razem skorzystaliémy ze wzoru

58 —¢8
(s—1t)-(s2+12)- (s*+t4)
przy s= Va8 +27+15+7>01 t=x <0, a wiec w sytuacji, gdy s—t jest dodatnie,
a w konsekwencji rozne od zera.

s+t=

Odpowiedz: Dana funkcja ma w 4oco asymptote ukosng o réwnaniu y = 2x + 3
1
natomiast w —oo asymptote poziomg o rownaniu y=—-—.

8
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