Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2022/23

W kazdym z ponizszych zadan podaj dziedzine funkcji f okreslonej podanym wzorem.
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Lista 6R

fla)=y/(z=1)-(z~4)  Dy=(—00, 1JU[4, +00)

f@)=\(@=1)-(x—4)>  Dy=][1, +o0)

f@)=\(x=1*(x—4)  Dy={1}U[4, +o0)

fx)=\/(22=1)-(t—4)  Dy=[-1, 1JU[4, +o0)

fl@)=y/(z—1)-(2—4)  D;=[-2,1]U[2, +o0)

fl@)=/(2>=1)-(22=4)  Dy=(—00, —2]U[~-1, 1]U[2, +o0)

f@)=(@2=1)"-(22—=4)  Dy=(—o0, —2]U{—1}U{1}U[2, +o0)

f@)=\(z—4)-(x—9)-(x—16) D;=[4, 9JU[16, +00)

F@) =y (=42 (2—9)2 (—16)"  D;={4}U{9}U[16, +0o0)

f@) = (@@= (2—9)" . (-16)** D;=(—o0, 4/U[9, +00)

flz)= \/(az —4)2021 (x— 9)2022 (x— 16)2021 Dy=(—o0, 4]U{9}U[16, +00)

fx)=\/(z—4)-(x—=9)-(2?~16) D;=(—o0, —4JU{4} U9, +o0)

f(x)=\/(x—4)-(@*=9)- (4> ~16) D;=[—4, —3]U[3, +o0)

fla)=/(a2~4)- (22~ 9)- (a2~ 16) D=
=(—o0, —4|U[—3, —2]U[2, 3]U[4, +00)

f(2)=y/(a? =4) (22 =9)- ('~ 16) Dy=(—o00, —3]U{~2}U{2}U[3, +oo)

flz)= \/(3—10g2$)-(5—10g2x) -(3—logyx) Dy=(0, 8]U[27, 32]

J(2) = /(3= logyz) - (2—logsa) - (3—logzz) Dy = (0, 8]U[25, 27]

f(z)=/(3—logx) (6 —log,z)-(3—logsz) D;=(0, 27]U{64}
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262. f(x)=loglogzz Dy =[3, +00)

263. f(z) = Vloglomr Dy [2, +00)

264. f(z)=vIogloglogw  Dy—I8, +oo)

265. f(x)= Iogloglog Dy = [25, +00)

266. f(z)=Ilog,log,256  D;=(1, +00)

267. f(x)=1log,log,log, 256 D;=(1, 256)

268. f(x)=1log,log,log,log, 256 D;=(1, 16)

269. f(z)=1log,log,log,log,log, 256 Dy=(1, 4)

270. f(z)=log,log,log,log,log,log, 256 D;= (1, \/§>

271. Dana jest taka funkcja f:RR— R, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi
nieréwnosc
|f(z) = f(y)] <10- ]z —yl,
a dla kazdych liczb rzeczywistych z, y spelniajacych warunek |z —y| > 10 zachodzi nie-
rownosé
[f (@) = f)l <lz—yl.
Dowies¢, ze

|£(6) = f(0)] <50.

Rozwigzanie:
Teza zadania wynika z nastepujacych nieréwnosci, wykorzystujacych nieréwnosé trojkata
oraz zalozenia o funkcji f:

|£(6)— f(0)|=1f(6) — f(10)+ f(10) — f(O)[ < [f(6) — f(10)[+]£(10) — f(0)| <
<10-|6—10/+]10— 0] =40+10="50.

272. Dana jest funkcja f: R — R spelniajaca warunki
|f(z)— f(y)|<10-|x—y| dla dowolnych z,y € R

oraz
|f(z+5)— f(x)] <5 dla dowolnego z € R.

Udowodni¢ jedna z nastepujacych dwoch nieréwnosci:
|f(8)— f(0)] <35, (wersja latwiejsza)
1f(8)—f(0)]<30. (wersja trudniejsza)
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Rozwigzanie:

Wersja tatwiejsza
Na mocy zatozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

|f(5) = f(0)[ <5
oraz
|f(8)—f(5)|<10-|8=5|=30.
Korzystaj@c z nieréwnosci trojkata oraz z powyzszych dwoch nieréwnosci otrzymujemy
£(8) = F(O) = |(f8)=F(5)) + (f(B) = F(0)) | < [F(8)=F(B)| +1£(5)=f(0)| <30+5 =35,
co konczy rozwigzanie zadama.

Wersja trudniejsza
Na mocy zatozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

1f(5) = f(0)[ <5,
£(10) = f(5)| <5
oraz
£ (8) = f(10)] <10-[8—10] =
Korzystajac z nierownosci tréjk@ta oraz z powyzszych trzech nieréwnosci otrzymujemy
£(8) = F(O)] = |(8)=F(10)) + (£(10)=f (5)) + (f(5)—f(0))| <
If( ) f(10)] +|f(10) FO)+1£(5)=f(0)]<20+5+5=30,

co konczy rozwigzanie zadania.

273. Dana jest funkcja f: R — R spelniajgca warunki
|f(z)—f(y)|<10-|z—y| dla dowolnych z,y € R

oraz

|f(z4+10)— f(z)| <10 dla dowolnego z € R.
Udowodni¢ jedna z nastepujacych dwéch nieréwnosci:
|f(17)— f(0)| <80, (wersja latwiejsza)
|f(17)— f(0)] <50. (wersja trudniejsza)

Rozwigzanie:

Wersja tatwiejsza
Na mocy zatozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

|£(10) = f(0)[ <10
oraz

F(17) = F(10)| < 10-]17—10] =
Korzystajac z nierownosci tréjk@ta oraz z powstzych dwoch nieréwnosci otrzymujemy

1FAT) = £(0)] = |(F(17) = £(10)) + (£(10)— £(0))| <
yf(17) (10)|+|f(10) £(0)] <70+10=280,
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co konczy rozwigzanie zadania.

Wersja trudniejsza
Na mocy zatozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

|f(10) = f(0)[ <10,
£(20) = f(10)] <10
oraz
|f(17)— f(20)| <10-]17—20|=30.
Korzystajac z nierownosci trojkata oraz z powyzszych trzech nieréwnosci otrzymujemy
[FQ7) = FO)] = (£ (A7)~ £(20)) + (£(20) = f(10)) + (f(10) = £(0))| <
<[ F(17)~ £(20)|+ | £(20)— F(10)] + | £(10)— £(0)| <30+ 10+10 =50,

co konczy rozwigzanie zadania.

274. Dana jest taka funkcja f:R — R, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y
spetiony jest warunek

[f(@) = fW)] < (z—y)*.
Dowiedc¢, ze wowcezas [ jest funkcja stata.
Rozwigzanie:

Ustalmy dowolne liczby rzeczywiste x, y. Dla dowolnej liczby naturalnej n przyjmijmy

- —X —X —X
tOILIZ‘, tlz.f(f—i-L, tQI.T—FQL, t3:$+3L, t4:l’+4y y
n n n

n
s tn_2:x+(n—2)'y;x, tn_1:x+(n—1)~y;x, tn:x—l—wy_x

n

Powyzsze punkty dziela odcinek osi liczbowej od x do y na n rownych czesci.
Wéwezas na mocy zalozenia o funkeji f zachodza nieréwnosci

\f<t0>—f<t1>\<<to—t1>2=(y‘”’”) _ o=y’

n n?

P -fel<n-np=(0) =0

n n

2
y—z\"_ (z—y)

o) = 0] < o=t = (7] =
Korzystajac z nierownosci trojkata oraz z powyzszych nieréwnosci otrzymujemy

[f (@)= f(y)l =
=[(f (to) = (£2)) + (f (1) = f (t2)) + (f (t2) = [ (t3)) .+ (f (bn1) = f (£0)) <
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<Uf (o) = f @)+ (82) = f () [+ (b2) = f ()[4 .+ [f (Enr) = f (E0)] <

(x;;l)z n (x;;/)Q 4 (iU;Qy)Q N ($;2?J)2 _ (Jf;y)z .

<
Otrzymalidémy wiec nieré6wnosé

[f(2) =)l <

prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej n. Poniewaz lewa strona tej nieréwnosci jest
nieujemna i nie zalezy od n, a prawa moze osiaga¢ dowolnie mate wartosci dodatnie,
otrzymujemy |f(z)— f(y)| =0. Stad wynika, ze f(z)= f(y), a w konsekwencji f jest
funkcja statq.

(x—y)?

W kazdym z ponizszych 10 zadan dla podanej liczby a podaj taka liczbe b, ze funkcja
f:R— R okreslona wzorem
f(z) = alz|+bx

spelnia dla kazdej liczby rzeczywistej = réwnos¢ f(f(x))=u=z, czyli jest odwrotna do samej
siebie.

275. a=1, b=—2 276. a=—1, b=—2
277. a=2, b=—+5 278. a=-2, b=—+5
279. a=3, b=—+10 280. a=—3, b=—+10
281. a=3/4, b=-5/4 282. a=-3/4, b=-5/4
283. a=4/3, b=-5/3 284. a=-4/3, b=-5/3

285. Wiadomo, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy podanymi
nizej wzorami i wykresami funkcji na kolejnych stronach. W kazdym z zadan 285.a-285.]
podaj numer rysunku, na ktérym znajduje sie wykres funkcji f zdefiniowanej podanym
wzorem.

Przypomnienie: {y} oznacza cze$¢ utamkowa liczby y.

285.a. f(z)={|z]} 5 285.b. f(z)={z}* 1

285.c. f(z)={|z|}> 4 285.d. f(z)=/{z} 8
285.e. f(z)=1/{lz]} 7 285.f. f(z)={/|z|} 6
285.g. f(z)={/{z} 9 285.h. f(z)={%z} 10

285.i. f(z)={z}° 2 285.j. f(z)={|z]}* 3

Lista 6R - 195 - Strony 191-195



