Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2022/23

561. Wyznaczy¢ wszystkie zbiezne szeregi geometryczne Z a, o wyrazach dodat-

n=1

nich spehiajace warunek

Zan Za =

Rozwigzanie:
Niech ¢ bedzie ilorazem szeregu geometrycznego Z a,. Wowczas dodatnios¢ wyrazow

i zbieznos¢ szeregu pociagaja nieréwnosci a; >0 oraz 0 <q<1, awyrazy szeregu wyrazaja
sie wzorem a,, = a;¢"!. Ponadto ze wzoru na sume szeregu geometrycznego

)
> an =
n=1

1—q°
Poniewaz wyrazy szeregu

wyrazaja sie wzorem

szereg ten jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a? i ilorazie ¢*. Wobec
tego

Zatem warunki podane w tredci zadania przyjmuja postac

a  af

l—q 1—¢?
co po przeksztatceniu prowadzi do uktadu rownan
{ ag = 9-(1—gq)
ai = 9-(1-¢q)-(1+q)
Podstawienie a; =9- (1 —¢q) do drugiego réwnania daje
81-(1—¢)*=9-(1—q)-(1+q),

skad po uwzglednieniu g#1 i podzieleniu obustronnie przez 9-(1—gq) otrzymujemy kolejno

9-9¢=q+1,

q=4/5, a;=9/5.

=9,

Odpowiedz: Jedynym szeregiem geometrycznym spekliajacym warunki zadania jest
szereg
> Q. 4n—1
e

n=1
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562. Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego % a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

[e.o] o0
> a,=4  oraz S a2 =8.
n=1 n=1

Rozwigzanie:
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu zatézmy, ze a,, = cq" !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < ¢ < 1. Wowczas

o0 o0 c
dan=) cq" =
n=1 n=1 11— q
oraz
a,=)Y c(q =—)
n=1 n=1 - q2
co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan
c _ 4
l—q
2
c
= 8 ,
1—q?
czyli
¢ = 4(l-gq)
A = 8(1-¢%.
Dzielgc drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy
c=2+2q,
co po podstawieniu do pierwszego réwnania daje kolejno
24+2q=4—-4q,
6g=2,
1
q - 3 )
skad
2 8
c=242q=2+-=-.
177373
Otrzymane rozwigzanie ¢ =1/3, ¢=8/3 prowadzi do
ap=cq" ' = 8
n=1cq a0
Odpowiedz: Przyktadem szeregu spehiajacego warunki zadania jest szereg
o 8
n=1 3" .

563. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

Sa,=3 oraz > (-1)"tla,=1.
n=1 n=1
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Rozwigzanie:

Spréobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wlasnosciach.
W tym celu zalézmy, ze a, = aq™ ', pamictajac, aby a >0 oraz 0 < ¢ < 1. Wowczas

00 [e's) - a
Qp — aq =
ngl ’n;l I—gq
oraz o o
_1 n—i—lan: a_qn—lz a 7
2;( ) Z; (—q) T4

co prowadzi do uktadu réwnan

a=3(1-q)
a=1+q
majacego rozwiazanie g =1/2, a=3/2.
Odpowiedz: Przyktadem szeregu speliajacego warunki zadania jest szereg
> 3

n=1 2n ‘

564. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego % a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

o0 2 o0
(Z an) =2-%"a2.
n=1 n=1
Dla podanego przyktadu wyznaczy¢ wartosci sum szeregéw wystepujacych w powyzszym
rOwnaniu i sprawdzié, ze jest ono spetnione.
Rozwigzanie:
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.
W tym celu zalézmy, ze a, = c-¢" !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < g < 1. Wowcezas

0o [e's) c
Zanzzc'qnilz
n=1 n=1 11—

q )
oraz
o] 00 n—1 C2
Yal=>(¢) =—,
n=1 n=1 1- q

co w polaczeniu z warunkiem podanym w tresci zadania prowadzi do rownania

2 2
€ ) =0
1—¢q 1—¢?

czyli
c? 2.c?
(1-q2 1-¢*
Przeksztatcanie powyzszego réwnania prowadzi kolejno do:
& 2-c?
(1-9? (1-q)(1+q)’
1+q=2-(1—-q),
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1+9g=2-2q,
3g=1,
qg=1/3.

Widzimy wiec, ze w przypadku szeregu geometrycznego, podany w zadaniu warunek
jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy iloraz szeregu jest réwny 1/3.
Mozemy wiec przyjac

1
a”I’L_ 3n ?
co prowadzi do
R
oraz o ~ 1 1
2— - =
2= 253

Wowcezas podane w tredci zadania rownanie przyjmuje postac
1\* 1
) =22,
2 8

jest wiec spelione — kazda z jego stron jest réwna 1/4.

Odpowiedz: Przyktadem szeregu spehiajacego warunki zadania jest szereg
> 1

n=1 3n .

565. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

o0 o0
Y = apani1=06.
n=1 n=1

Rozwigzanie:
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu zalézmy, ze a,, = cq™ !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < g < 1. Wowcezas

) 00 c
dan=2cq" T =
n=1 n=1 1 —q

oraz
00 00 ) o\ n—1 02q

ZananJrl:ZCQ(Q) =T 55
n=1 n=1 1 —dq

co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan
c
=6
l—q
c*q
l—q

7 =0,
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czyli

{ c=6(1—q)
Aq=6(1-¢%.

Dzielgc drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy

cq=1+q,
co po podstawieniu do pierwszego réwnania przemnozonego przez q daje kolejno
1+q=06q—6q,
6¢> —5¢+1=0,
5+1
q= 19
skad
q=1/3, c=4
lub

q=1/2, c=3.

Otrzymane rozwigzania prowadzg odpowiednio do
3
on—1 :

n—1 —

an =cq" ! oraz a,=cq

- 3n—1

Odpowiedz: Przyktadem szeregu spehiajacego warunki zadania jest szereg

566. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

Zanzz Up+ ny1) =3

Rozwigzanie:
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu zatézmy, ze a,, = c¢" !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < ¢ < 1. Wowczas

[e.e] o0 Is
Y=Y et =
n=1 n=1 I q
oraz 2 ( ¢
— 2_°° 2 2 n-1_ ¢ (14q
Z:: A+ Qni1) —nglc (1+q) <Q) T g
co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan
c 4
1—q 3
02 . (1 _|_q)2 _ %
1—¢? 3’
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czyli
3c=4(1—q)
3c2-(1+q)=4(1—q) .
Dzielgc drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy
c-(1+q)=1,
co po podstawieniu do pierwszego réwnania przemnozonego przez 14¢q daje kolejno
3=4-(1-¢)
3/4=1—¢,
¢=1/4,
skad
qg=1/2, c=1/(14+q)=2/3.
Otrzymane rozwigzanie prowadzi do
1
3 2n 2"
Odpowiedz: Przykladem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg
0 1

2 3

n=1

n=cq"

567. Wyznaczy¢ wszystkie zbiezne szeregi geometryczne § a, o wyrazach dodat-
n=1

nich spehiajace warunek
oo oo oo 4
S =33 a2=15-Y ab.
n=1 n=1 n=1
Rozwigzanie:

Niech ¢ bedzie ilorazem szeregu geometrycznego Z a,. Wowczas dodatnios¢ wyrazow

i zbiezno$¢ szeregu pociggaja nieréwnosci aq >0 oraz O <g<1, awyrazy szeregu wyrazaja
sie wzorem a, = a;¢"!. Ponadto ze wzoru na sume szeregu geometrycznego

)
> an =
n=1

1—q°
Poniewaz wyrazy szeregow

— 2 — 4

Sa? oz Sl

n=1 n=1
wyrazaja si¢ odpowiednio wzorami

2 _ 2 ( 2\ 4 _ 4 (a1
an—a1-<q> oraz an—a1-<q) ,

szeregi te sy szeregami geometrycznymi o ilorazach odpowiednio ¢? oraz ¢*. Wobec tego

00 2 00
a a
2 1 4 1
E an—l_ 5 oraz E (ln—l_ 1
n=1 q n=1 q
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Zatem warunek podany w tresci zadania przyjmuje postac

“_ 3. aj —-15. i ,
1—¢q 1—¢? 1—¢*
co prowadzi do uktadu réwnan
a g a?
1—gq 1—¢q?
ai aj

= 5.
1—¢q? l—gq
réwnowaznego (po uproszczeniu) uktadowi
1+ q = 3- aq
1+¢* = 5-a
7 pierwszego réwnania otrzymujemy ¢=3a;—1, co po podstawieniu do réwnania drugiego
daje
1+ (3a;—1)* =502,
czyli kolejno
1+9a% —6a; +1=5a7,
4a3 —6a, +2=0,
2a% —3a;+1=0,

co jest spetione przez a; =1 oraz a; =1/2, prowadzace odpowiednio do ¢=2 oraz ¢=1/2.
Pierwsze z tych rozwiazan odrzucamy, gdyz nie spetnia ono nieréwnosci ¢ < 1.

Odpowiedz: Jedynym szeregiem geometrycznym spekliajacym warunki zadania jest
szereg

> 1
> o

568. Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1
> a, =20, — =8 oraz — =5,
- o 2n
Rozwigzanie:

Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.
W tym celu zalézmy, ze a,, = c-q”_l, pami@tajqc aby ¢>0 oraz 0 < ¢ < 1. Wéwcezas

I S
X a, X c¢ g\t c/2 c
»-23(s) “TogpTa-
n=1 n=1 q/2 2 q
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oraz ) /3
X a, & c /q\"" & &
37225'(5) T 1-¢/3 3—¢’
n=1 n=1 Q/ q
co w potaczeniu z warunkami podanymi w tresci zadania prowadzi do uktadu réwnan
c
=20

l—gq
c

_— _8

2—q

3—q

Po przemnozeniu rownan przez mianowniki wystepujace po lewej stronie otrzymujemy
c=20—20q

c=16—8¢q

c=15—5¢q
Odjecie stronami od pierwszych dwéch rownan trzeciego rownania daje

0=5—15¢
{0:1—3q

c=15—5¢q
Stad dostajemy rozwiazanie ¢ =1/3, c=40/3.

> 40

Odpowiedz: Przykladem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg
n=1 3n .

n=1

569. Dany jest zbiezny szereg geometryczny % a, o sumie S. Wiadomo, ze
S (=D"a,=T.
n=1

o
Wyznaczy¢ sume szeregu 3. a2 w zaleznosci od S'i T.
n=1
Rozwigzanie:

Skorzystamy z nastepujacego wzoru na sume zbieznego szeregu geometrycznego S ay,
n=1
o ilorazie ¢, gdzie |q| < 1:

00 ay
Ay, = .
nz—:l " 1—gq

o0
Jezeli dany w zadaniu szereg geometryczny > a, ma iloraz ¢, to dla dowolnej liczby
n=1
naturalnej n zachodzi réwnosé¢ a,, = a;-¢" . W konsekwencji

(—1)"an=(=1)"ar-¢" " = (=ar)-(—q)" .
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[e.°]
Zatem szereg Y. (—1)"a, jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie —ay i ilo-
n=1
razie —q. Mamy wiec
—aq —aq

A e A

n=1

2= (o) = (o) ()"
2

o)
Sk@d Wynlka, ze szereg > ai JeSt szeregiem geometrycznym O plerwszym wyrazie aj
n=1

Podobnie

i ilorazie ¢%. Po uwzglednieniu zalozen

o0 a 00 —aq
ay, = =S oraz (—1)"a, = =
ngl I—¢q 712::1 I+q
otrzymujemy
00 2
2 ai aq aq ay —aq
as = = . =— . =-ST.
n; " 1-¢* 1-q 1+q 1-q 1+¢q

Odpowiedz: Suma szeregu § a? jest réwna —ST.
n=1

570. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego % a,, ze dla dowolnej liczby natu-
n=1

ralnej n > 2 wyraz a, jest dodatni, a ponadto
oo oo
> a,=1 oraz > |a,|=13.
n=1 n=1

Rozwigzanie:

Gdyby szereg § a, miat wszystkie wyrazy nieujemne, zachodzitaby réwnosé
n=1

0o 00
Yoan=)_ laal,
n=1 n=1

co przeczy warunkom zadania. Stad wynika, ze wyraz a; jest ujemny jako jedyny, ktorego
dodatnios¢ nie jest wymuszona zatozeniami podanymi w tresci zadania.

o0
Niech S= Y a,. Wéwczas
n=2

Y an=a1+8
n=1
oraz .
Y lanl=—a1+ S,
n=1
skad
CL1+S: 1
—ay —|—S =13 s
co prowadzi do a; = —6 oraz S =7.
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To pozwala opisa¢ wszystkie szeregi spelniajace warunki zadania: pierwszy wyraz
musi by¢ réwny —6, a pozostale wyrazy musza byé¢ dodatnie i mie¢ sume 7. Jednak
polecenie zadania wymaga podania przyktadu, wiec w rozwigzaniu musimy wskazaé jakis
konkretny szereg.

Wychodzac od réwnosci

1 1
> =3
n=2 2n 2
otrzymujemy
> 14
=1
n=2 2

.y 14
co pozwala przyjac¢ a; = —6 oraz a, = on dla n > 2.

Odpowiedz: Przykladem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg
> an,
n=1

gdzie
14
ap=—6 oraz anzz—n dla n>2.

571. Skonstruowaé przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach rzeczywi-
n=1

(e.] o0
stych, ze szeregi Y a2 oraz Y. al sg zbiezne, a ponadto zachodza réwnodci
1 n=1

" [e.9] oo o0
Sa,=5 oraz Y. a2=> al.

Rozwigzanie:
Sposéb I (dla milosnikéw bezmyslnych rachunkow)

Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu rozwazmy szereg geometryczny o pierwszym wyrazie c¢# 0 i ilorazie ¢#0,
pamietajac, aby |q¢| <1. Woéwczas a,, =cq" ™!, a ze wzoru na sume szeregu geometrycznego
otrzymujemy

9] ) - c
Ap = cq = )
ngl 7;1 I—¢q
00 00 2
ai _ 02 q2 n—1 B C
nZ=:1 nzzjl ( ) 1—¢?
oraz 4
s 4 0 4/ 4\n—1 . C
N
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co po uwzglednieniu warunkéw zadania prowadzi do uktadu réwnan

c
= 5
l—q
&
1—g2  1—¢*’
co kolejno prowadzi do:
c = H—Hq
c? c2-c?
-2 (1-¢3)-(1+¢*)°
c = b—5q
2
—= @’
c = b—5q
I+¢ = ¢,

Pierwsze réwnanie daje zaleznosé ¢ od ¢q. Podstawiajac te zalezno$é¢ do drugiego row-
nania otrzymujemy kolejno:
P +1=25¢>—50q+25,
24¢° —50q+24=0,
12¢° —25¢+12=0,
| 25+4/252—4.12.12  25++/252 247 254 /(25—24)-(25+24)
= 24 - 24 - 24
25+V49 2547
24 T 24
Uwzgledniajac nieréwnosé |g| < 1 odrzucamy rozwiazanie ¢ =32/24=4/3 > 1 i rozpatru-
jemy q=18/24=3/4. Ostatecznie
q=3/4, c¢=5/4.
Otrzymane rozwigzanie prowadzi do

L1 5 (3\"' 5.3
==y \a) T

Odpowiedz: Przyktadem szeregu spehiajacego warunki zadania jest szereg
© 5. 3n71
gr

n=1

Sposob II (dla myslacych i vwaznie czytajacych zalozenia)
Przyjmijmy a, =1 dla n <5 oraz a, =0 dla n > 6. Woéwczas dla dowolnej liczby

naturalnej k otrzymujemy

0o
ZGZ:‘L—)’
n=1
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skad wynika, ze podany szereg spelnia warunki zadania.

572. Obliczy¢ sume szeregu
1

Rozwigzanie:

Szukamy takich liczb A i B, ze
I 1 A n B
4n2—9  (2n—3)(2n+3) 2n—-3 2n+3°

Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (2n —3)(2n+3) otrzymujemy

1=A(2n+3)+B(2n-3). (%)
Dla n=3/2 otrzymujemy A =1/6, natomiast przyjecie n=—3/2 daje B=—1/6.
Inny sposdéb: poréwnujec w rownaniu (*) wspétczynniki przy n oraz wyrazy wolne dosta-
jemy uktad rownan i go rozwigzujemy.

Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

5 _% 1 _1%( 1 1 )_
N=yp2_9 6 m—3 2n+3)

n=1 n=1
RN T N N IR
-1 5 17 3 9 5 11 7 13 9 15
1

1 1 1 1 1
(2N—7_2N—1>+<2N—5_2N+1)+<2N—3_2N+3>)_
1(1 1 1 1 1 1 > 1(
=—|—+-+t5— - - ==

6\-1 1 3 2N-1 2N+1 2N+3 6
co przy N dazacym do +oo zbiega do 1/18.

+

1 1 1 1
3 2N—-1 2N+1 2N+3)’

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 1/18.

573. Obliczy¢ sume szeregu
1

n2+3n

)
>
n=1

Rozwigzanie:

Szukamy takich liczb A i B, ze
1 1 A B
n2+43n  n-(n+3) R
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez n - (n+3) otrzymujemy
1=A(n+3)+bBn.

Dla n=0 otrzymujemy A =1/3, natomiast przyjecie n = —3 daje B=—1/3.
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Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie¢ wzorem

N 1 1 X /1 1

o \n n+3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
((1‘4>+<2 5>+(3‘6>+(4‘7>+<5‘8)+"'

1 1 1 1 1 1 1 1 B
+<M_N>+(N—2_N+1>+<N—1_N+2>+<N_N+3)>_
1/1 1 1 1 1 1
:(++ ),

3\1"2'3 N+1 N+2 N+3
co przy N dazacym do +oo zbiega do 11/18.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 11/18.

574. Obliczy¢ sume szeregu

0 1
nz::l In2+3n—2
Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A i B, ze
1 1 A B

0P 43n—2  (Bn-1)Bn+2) 3n—1 3n+2’
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (3n —1)(3n+2) otrzymujemy
1=A(Bn+2)+B(Bn—-1).
Dla n=1/3 otrzymujemy A =1/3, natomiast przyjecie n=—2/3 daje B=—1/3.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza si¢ wzorem

S _ﬁf: 1 1 N( 1 1 )_
NT—on2y3n—2 3 Z\3n—-1 3n+2)

_111+11+11++1 1+
3 2 5 5 8 8 11) 7 \3N—-7 3N-4

+1_1+1_1_11_1
3N—4 3N-1 3N—1 3N+2/)) 3 \2 3N+2)’

co przy N dazacym do +oo zbiega do 1/6.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 1/6.

575. Obliczy¢ sume szeregu

2 .
n=3 T —4

Rozwigzanie:
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Szukamy takich liczb A i B, ze
1 1 A B

n2—4 (n—2)(n+2) n-2 * n+2
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (n—2)(n+2) otrzymujemy
1=A(n+2)+B(n-2).

Dla n =2 otrzymujemy A =1/4, natomiast przyjecie n=—2 daje B=—1/4.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

N L& /1 1
Sy=S - oy (- )=
N £n2_4 4;3<n—2 n—|—2>

(0G0 C GG o)

N 1 1 N 1 1 N 1 1 N 1 1 B
N—-5 N-1 N—4 N N—-3 N-+1 N—-2 N+2/)

1/t 111 1 1 1 1)

—4<1+2+3+4 N-1 N N+1 N+2
co przy N dazacym do +oo zbiega do 25/48.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 25/48.

576. Obliczy¢ sume szeregu

o0 1
2

n-(n+2)-(n+3)°
Rozwigzanie:

Rozktadamy wyrazenie pod znakiem sumy na utamki proste, czyli szukamy takich liczb

A, BiC, ze
1 A B C

=t
n-(n+2)-(n+3) n n+2 n+3
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez n-(n+2)-(n+3) otrzymujemy
1=A-(n+2)-(n+3)+B-n-(n+3)+C-n-(n+2).
Dla n =0 otrzymujemy A=1/6, dla n=—2 dostajemy B = —1/2, natomiast przyjecie
n=—3 daje C'=1/3. Mozna tez utozy¢ uktad réwnan na wspétezynniki i go rozwiazac.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

N 1 N<1/6 1/2 +1/3>

(1)

Sy=3 -y (-

—n-(n+2)-(n+3) =\ n n+2 n+3

4 6 7

(M N2 WY (U8 2 N (16 2 13
— +

N—-1 N+1 N+2

N N+2 N+3
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1 2 3 N+1 N+2 N+3 36 N+1 N+2 N+3’
co przy N dazacym do +oo zbiega do 5/36.

_17/64_1/6 1/3  1/6 1/6 1/3 5 1/6 1/6 1/3
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 5/36.

577. Obliczy¢ sume szeregu

0 1
nZ::1 n?

Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A i B, ze
1 1 A B
n2+bn n-(n+5) B E+n74—5
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez n-(n+5) otrzymujemy
1=A(n+5)+DBn.

Dla n =0 otrzymujemy A=1/5, natomiast przyjecie n=—5 daje B=—1/5.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

. R

A S I
(N 3TN+ 2)+< N+3>+<N1_1_N1+4>+<J17_N1%>):

1 + L +1+ 1 1 1 1 1
“5\1 23 45 N+1 N+42 N+3 N+4 N+5)°
co przy N dazacym do 400 zbiega do
1 /1 1 1 1 1 1 60+30+20+15+12 137

s (17237175 60 =300

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 137/300.

578. Obliczy¢ sume szeregu

° 1
nz::;,, nd—4n
Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A, B i C ze
I 1 A B C

—4n (n—2)n-(n+2) n-2 n n+2’
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Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (n—2)-n-(n+2) otrzymujemy
1=An-(n+2)+B-(n—2)-(n+2)+C-(n—2)n.
Dla n =2 otrzymujemy A=1/8, dla n=0 dostajemy B = —1/4, natomiast przyjecie
n=-—2 daje C'=1/8.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza si¢ wzorem
N 1

2 1
v s (e atare)
1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1
'(<1—3+5>+<2‘4+6>*(3—5+7>+<4‘6+8>+<5‘7+9)+
1 2 1 1 2 1
"+<N—6_N—4+N—2>+<N—5_N—3+N—1>+

N 1 2 1 N 1 2 1 N 1 2+ 1 B
—4 N-2 N N—-3 N-1 N+1 N—-2 N N+2/)
1 1 1 1 1 1 1 1

co przy N dazacym do 400 zbiega do
1 <1 1 1 1) 1 12+6-4-3 11
8 12 T 96"

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 11/96.

Uwaga: Nieco prostsze rachunkowo rozwiazanie moze by¢ oparte na tozsamosci

1 1 ( 1 1 )
(n—2)n-n+2) 4 \(n—=2)n n-(n+2))’
pod warunkiem, ze na nig jakos wpadniemy.

579. Obliczy¢ sume szeregu
1

n-(n+1)-(n+4)

Rozwigzanie:

Roztézmy na utamki proste wyraz ogdlny szeregu:
1 A B C

n i D)-(ntd) n ntlnid’
1=A-(n+1)-(n+4)+B-n-(n+4)+C-n-(n+1),
dlan=0: 1=4A, A=1/4,
dlan=-1: 1=-3B, B=-1/3,
dlan=—4: 1=12C, C=1/12.
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Zatem

n-(n+1)-(n+4) n  n+l n+4d’
W konsekwencji sumy czedciowe danego szeregu wyrazaja sie¢ wzorem

(s ey

—n-n+l)-(n+4) =\ n n+l n+4
(14 1/3 112 1/4 1/3 1/12 1/4 1/3 1/12
_<1 2+5>+<2 3+6>+<3 4+7>+
1/4 1/3 1/12 /4  1/3  1/12
+<4_5+ 8 >+ +<N—3_N—2+N+1 +
/4  1/3  1/12 1/4  1/3 1/12> (1/4 1/3 1/12)_
+<N—2 N—1+N+2>+<N—1 N "Nt3) T\ N TN+1 T NT4) T
14 112 1/12 1/12 140 1/12 1/12 1/12
1 2 3 4 N+4+1 N+2 N+3 N+4
23 1/4  1/12  1/12  1/12 23
= —-— Hi
144 N+1 N+42 N+3 N+4 144

1 1/4  1/3 1/12
_Yi 13y

przy N — oo.

OdpowiedZ: Suma danego szeregu jest rowna 23/144.

580. Obliczy¢ sume szeregu
1

Emvn+1+<n+1>-\/ﬁ'

Rozwigzanie:

—_
—_

—_

Korzystajac z rownosci

przeksztatcamy N-ta sume czesciowa danego szeregu:

_<1 1>+<1 1) (1 )(1 1) 1 1) (1 1>+
S\ V2 Ve VBB 2 T2 VBTV VB 7)o

1 B 1 _Vn+l—-yn
nevn+l+(n+1)vnon(n+1)-(Va+yvn+l) n(n+1)
1 N
S = -
N n;n vVn+1l+(n+1)-y/n ,;31(\/5 n+ )
_l’_
+< 1 1 >+( 1 1 >+< 1 ) 1
VN=2 +/N-1 VN -1 VN VN+1 VN1
co przy N dazacym do +oo zbiega do 1.

CYD

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume rowng, 1.
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Niech 190
Qp = dla neN.
n(n+1)(n+2)
Wiadomo, ze wowczas szereg » | a, jest zbiezny, a jego suma jest réwna 30.
n=1

W kazdym z ponizszych 10 zadan podaj sume szeregu.

oo

581. > (Gp+api1) = 40
n=1
oo

582. > (Gp— Qpi1) = 20
n=1

o0

583. > (a1-a,)= 600
o0

584. Y. (ag-a,)= 150

= (2 _ 2
585. (an—anH) = 400

n=1
— (2 2
586. Zl (an — an+2> = 425
n—
o (2 2
587. Zl (an — an+3) = 429
n=
o0
588. > (2™ —20+1) = 31
n=2
o0
589. 23 (20 — 2041} = 3
n—

590. ioj (20 —20m+1) = 1
n=4
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Niech 60
ap = dla neN.
n(n+1)
Wiadomo, ze wowczas szereg » | a, jest zbiezny, a jego suma jest réwna 60.
n=1

W kazdym z ponizszych 10 zadan podaj sume szeregu.

oo

591. > (Gp+api1) = 90
n=1
(0. ]

592. > (Gp— Qpi1) = 30
n=1
(0. @]

593. > (a1-ay,)= 1800
n=1
(0. @]

594. Y. (ag-a,) = 600
n=1

0
595. Y Q, = 20
n=3

< (3 _ 3
596. Zl (an — anH) = 27000
n=
(0. 9]
597. Zl ((an —apy1)-(ay +an+1)> = 900
n=
0
598. > (20 —20+1) = 31
n=3
0
599. Y (29 =20+l = 7
n=4

600. 3 (/a2 +1600— /a2 11 +1600 ) = 10
n=1
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W kazdym z ponizszych 5 zadan podaj w postaci uproszczonej sume szeregu.

601. i(\f N n+1 )

602.

|| M8

(YR =vE-1

603. ioj (\f 2+ 3 ):\/§+ V3-2

604. ioj ((‘f N n+1 >:\/§—1
n=2

605. § (%—71+\2/n+2> =2+ /3-2
n=2

120
n(n+2)

suma jest réwna 90.

Niech a,, =

dla n e N. Wiadomo, ze wéwczas szereg Y aj, jest zbiezny, a jego

n=1

W kazdym z ponizszych 10 zadan podaj sume szeregu.

o
606. > (Qp+api1)= 140
n:

1
(.2 2

608. ) (an—anH) = 1600
n=1
(2 2

610. ) (an—an+3> — 1889
n=1

612. %O: (20 —2%n+1) = 421
n=6

614. § (39 —3%nt) = 2

Lista 16R

oo
607. > (Qp— Qpy1) = 40

n=1

(2 _ 2
609. Y (an — an+2> = 1825

611. %OI (20 —29n+1) = 31
n=4

©.9)

613. > (2" —2%+) =1
n=10

615. § (49" —49+1) = 3
n=10
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