Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2022/23

Zadania do omdéwienia na ¢wiczeniach w poniedziatek 30.01.2023.
Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed éwiczeniami !!!

Przypominam wzor Taylora w zerze z uzyteczng dla wielu zadan postacia reszty:
n f90)
fl@) =2 ——=

o' tg(x),
gdzie g jest funkcja gladka, czyli C*°, czyli majaca ciagte pochodne wszystkich rzeddw
w otoczeniu zera. Oczywiscie musimy zatozy¢, ze funkcja f jest gtadka w otoczeniu zera,
ale to na ogo6t jest prawda w przyktadach, ktére spotykamy na swojej drodze.

iz

Ogolna, nieco bardziej sformalizowana, wersja wzoru Taylora w tej postaci wyglada
nastepujaco:

Niech f bedzie funkcja gtadka w otoczeniu punktu zy. Wowcezas dla kazdej liczby
naturalnej n istnieje taka funkcja g, gtadka w otoczeniu xg, ze dla kazdego x odpowiednio
bliskiego! z zachodzi réwnoéé

n f(k)
)=y L)

= K Az =)+ (= 20)" - g ().

Do tego trzeba dodaé¢ nastepujace spostrzezenia?:

Po pierwsze:

a |
—a" =nl!
dx™
Po drugie, dla £ > n:
dk
a7

I wreszcie po trzecie:

Wobec réwnosci

(@ b)) =2 (noh() 2 (@)
x
przez indukcje mozemy udowodnié¢, ze dla k <n istnieje taka funkcja hy, ze

k

d n _ n—k
%(1’ h(x))=a2""" hg(z),

a to ma w zerze wartos$¢ zero. Stad wniosek, ze dla gtadkiej funkcji h oraz k <n zachodzi

k

d n
%(x -h(z)) =0,
x=0

gdzie przez F(x) rozumiemy F'(a).

r=a

” mozna sformalizowaé jako:

ISformutowanie ”Dla kazdego z odpowiednio bliskiego g ...
Istnieje takie § >0, ze dla kazdego = € (zg— 9, o +9) ...

2Dla uproszczenia te spostrzezenia sa sformulowane dla zy =0.
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551. W zadaniach 551.1-551.10 funkcja f; jest okreslona wzorem
fo(z)=2"-In(1+2).

W kazdym z tych zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub ulamka nieskra-
calnego wartos¢ pochodnej wskazanego rzedu w zerze.

5511, f7(0)= ..o 551.2. f"(0)=.................
551.3. f0)=................ 551.4. f(0)=................
551.5. f2(0)= ................ 551.6. fi(0)= ................
551.7. [0 = ... 551.8. fA0(0)=................
551.9. £ )= ... 551.10. £V (0)=................

552. Niech f bedzie funkcja okreslona wzorem
flx)=a2%-€".

Poda¢ warto$¢ pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.
a) fAV0)=.... b) f190)=.... c) fO0)=.... d) f®0)=....

553. Niech f bedzie funkcja okreslona wzorem
flzx)=a2%-¢€".

Podaé¢ warto$¢ pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.
a) f@0)=.... b) fO0)=.... c) fA0)=.... d) fAY0)=....

554. Niech f bedzie funkcja okreslona wzorem
f(i[f) — xlOO _ea: )

Poda¢ warto$¢ pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.

a) fOO0)=...  b) fO0QO)=... ¢ fA0)=...  d) fU0)=...
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555. Niech f bedzie funkcja okreslong wzorem
f(z)=sin’z.

Poda¢ warto$¢ pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.

a) fW0)=.... b) fO0)=.... c) fO0)=.... d) f®0)=....
556. Niech f bedzie funkcja okreslong wzorem
z-In(1+4x)
f(z)= 1o

Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartos¢ pochodnej odpo-
wiedniego rzedu funkcji f w zerze.

a) fAV0)= ... b) f12(0)= ... c) fA30)= ... d) fA90)= ...
557. Niech f(z)=e"". Obliczy¢ f°2(0) i f2°2V(0).

558. Dobra¢ taka liczbe rzeczywista a, aby funkcja f okreslona wzorem
f(z)=sin (x?’) +a-sin <x5)

speliata warunek
F19(0)=0.

559. Przy okazji reguty de I’'Hospitala rozwigzywalismy takie oto zadanko:

Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
€3 —e2 —In(1+x)

fz) = @’
A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

Rozwiazaé powyzsze zadanie korzystajac ze wzoru Taylora i przy okazji obliczy¢ f”(0),

f"(0) oraz f¥(0).

560. Przy okazji reguty de I’'Hospitala rozwigzywalismy takie oto zadanko:

Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
2ze~" —In(142x)

fla) = 7
A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

Rozwiaza¢ powyzsze zadanie korzystajac ze wzoru Taylora i przy okazji obliczy¢ f”(0),

f"(0) oraz f#(0).
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