Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2022/23

494. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

f(z)=Inz—+/z.

Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wieksza:
F(16)+ f(18) czy  2-f(17) 7

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
1 1
, —_— e —
oraz ) .
1 _ -
f (l’)— $2+4'I‘3/2’
skad nieréwnosé f”(z) > 0 jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
1 1 0
IR R
1 1
4. q3/? - 22’
V>4,
x>16.

Zatem f jest $cisle wypukta w przedziale [16; +00), skad

f(ﬂf);f(y) >f(a:v2ty>7

czyli

f@)+ ) >2f (20

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich x,y > 16.
W szczegdlnoscei

f(16)+ f(18) >2- f(17).

495. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
f(r)=Inz— Jx.

Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wieksza:
f(89)+ f(91) czy  2-f(90) 7

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
1 1
/ _—— ————

f (l’) - T 3. I2/3
oraz . 5

"

f (ZL‘)— 332 9‘.775/3’
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skad nieréwnos$é f”(x) <0 jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
1 2
_94—79'1:5/3 <0,
2 1
9.25/3 < 22’
9
3 Y
x 5
9% 729
<—==—=91,125.
TS T g T
Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale (0; 91,125), skad

@)+ 1) <2 £ (20)

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich x,y < 91,125.
W szczegdlnosci

F(89) + £(91) < 2- £(90).

Uwaga: Bezposrednie obliczenia pokazuja, ze
f(89)+ £(91) ~ 0,036809335389

oraz
2. £(90) ~ 0,036809847546 ,

co wydaje sie skutecznie odbiera¢ wszelka nadzieje na rozwigzanie zadania poprzez bez-
posrednie szacowanie kazdej z podanych liczb z osobna.

496. Niech f:(0, +00) — R bedzie funkcja zdefiniowana wzorem
flx)=vz—2-Inx.

Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wieksza:
f(61)+ f(63) czy  2-f(62)7

Rozwigzanie:
Obliczamy pochodna drugiego rzedu danej funkcji:
1 2
/ — -
1 2
I - -
f(l’)— 4'[[‘3/2—’_1’2‘

Nastepnie wyznaczamy przedziaty wypuktosci/wklestosci funkeji f poprzez rozwiazanie

nieréwnosci f”(z) >0 :
1 2
_74‘$3/2 —I—? >0,
2 1

7>7
x2 " 4.x3/27
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8>,
r <64,

co oznacza, ze f"(x) >0 dla x € (0, 64) oraz f”(z) >0 dla z € (64, 00). W konsekwencji
funkcja f jest $cisle wypukla w przedziale (0, 64) i $cisle wklesta w przedziale (64, c0).

Poniewaz f jest Scisle wypukla w interesujacym nas przedziale (0, 64), dla dowolnych
roznych liczb rzeczywistych z i y nalezacych do tego przedziatu zachodzi nierownosé

f(x)+f(y)>f(:c+y) ’
2 2

bedaca najprostszym wariantem nieréwnosci Jensena. Przyjmujac x =61 oraz y =63,
a nastepnie mnozac powyzsza nierOwnosé¢ przez 2 otrzymujemy

F(61)+ F(63)>2- £(62) .
Odpowiedz: Liczba f(61)+ f(63) jest wieksza od liczby 2- f(62).

497. Niech f:(0, +00) — R bedzie funkcja zdefiniowana wzorem
flx)=+z—2-Inz.

Rozstrzygnac, ktoéra z liczb jest wieksza:
f(65)+f(67) czy  2-f(66) 7

Rozwigzanie:
Obliczamy pochodna drugiego rzedu danej funkcji:
1 2
, P _—
1 2

P ==t

Nastepnie wyznaczamy przedziaty wypuktosci/wklestosci funkeji f poprzez rozwiazanie
nier6wnosci f”(x) >0 :
1 2
_74.3:3/2 +ﬁ >0,
2 1

27 L
8>z,
r <64,

co oznacza, ze f"(x) >0 dla x € (0, 64) oraz f"(x)>0 dla z € (64, c0). W konsekwencji
funkcja f jest Scisle wypukla w przedziale (0, 64) i Scisle wklesta w przedziale (64, co).
Poniewaz f jest $cisle wklesta w interesujacym nas przedziale (64, co), dla dowolnych
roznych liczb rzeczywistych x i y nalezacych do tego przedziatu zachodzi nieréwnosé
f(x);rf(y)<f <x—2%y> ’
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bedaca najprostszym wariantem nieréwnosci Jensena. Przyjmujac x =65 oraz y =67,
a nastepnie mnozac powyzsza nierownosé przez 2 otrzymujemy

£(65)+ f(67)<2- f(66) .
Odpowiedz: Liczba f(65)+ f(67) jest mniejsza od liczby 2- f(66).

498. Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wigksza:

arctgl00+2-arctgl03+3-arctgl06  czy  6-arctgl04 ?
Rozwigzanie:
1
Rozwazmy funkcje f dang wzorem f(x) = arctgr. Poniewaz jej pochodna f'(z)= o]
x

jest malejaca na przedziale (0, +00), funkcja f jest na tym przedziale scisle wklesta.

Zatem na mocy nieréwnosci Jensena dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych do-
datnich x1, x5 i x3 oraz dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich aq, as i ag spetniajacych
warunek a; 4+ as+as =1 zachodzi

f a1z 4+ agwa+asxs) > ay f (x1) +aof (x2) +asf (x3)
co dla z1 =100, 5 =103, x3 =106, a; =1/6, as =1/3, a3 =1/2 prowadzi do nieréwnosci

f(100) | f(108) , f(106)

f(104) > 5 3 5

gdyz wowczas
100 103 106 100+4-2-103+3-106 624
a1x1+asxs+azrs=———+—+—= = =104.
6 3 2 6
Mnozac udowodniona nieréwnos¢ stronami przez 6 i podstawiajac f(z) = arctgz otrzy-

mujemy

6-arctgl04 > arctgl00+2-arctgl03+ 3 - arctgl06 .
Uwaga:
Bezposrednie wyliczenia pokazuja, ze
arctgl00+42-arctgl03+ 3-arctgl06 ~9,367060

oraz
6-arctgl04 ~9,367087 .

Roéznica miedzy porownywanymi liczbami jest wiec zbyt mata, aby mozna sobie wy-
obrazi¢ ich poréwnanie bez uzycia komputera przez oszacowanie kazdej z nich z osobna.

499. Rozstrzygnaé, ktora liczba jest wieksza:
arctgd +arctgh+2-In4 czy In3+1In5+2-arctgd .

Rozwigzanie:
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Niech f bedzie funkcja okreslong wzorem f(x)=arctgr —Inz. Wowezas

fla)=

:x2+1 x

oraz

’

() = —2x +i _ 2%+t 422% 41 2®(a—2)+a+22° 41
(z2+1)° 22 22 (22 +1)° 22 (22 +1)°

co na pewno jest dodatnie dla z>2. Wobec tego funkcja f jest Scisle wypukta w przedziale

(2, 4+00). Na mocy nieréwnosci Jensena otrzymujemy wiec

iy < HIE)

co jest rownowazne kolejnym nieréwnos$ciom:
2f(4)<f(3)+f(5),
2arctgd — 2In4 < arctg3 —In3 4 arctgh —Inb |

2arctgd +1In3+1Inb < arctgd +arctgd +2In4 .

Odpowiedz:
arctgd 4 arctgh+2-1In4 > In3+1In5+2-arctgd .

500. Niech funkcja f:[0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

3
fl@)=e¥",
gdzie pierwiastek jest w wykltadniku. Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wieksza:

fO)+f8) cay 2-f(7)7

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f w przedziale (0, +00) otrzymujemy
/ o 6%
f (.’13‘) - 3. 1_2/3
oraz , ,
eV 2.eVE

f(z) = 9.24/3  9.45/3"
skad nieréwnosé¢ f”(x) <0 jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
eVr  9.eVE
9.24/3  9.25/3
3 <2 ,

<0,

r<8.

Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale [0; 8], skad

f)+ ) <2 f ()

Lista 12R - 261 - Strony 257-269



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2022/23

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych nieujemnych x,y <8.
W szczegdlnoscei

f(6)+/(8)<2-f(7).

501. Niech funkcja f:[0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

4
fla)=e¥",
gdzie pierwiastek jest w wyktadniku. Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wieksza:
F(79)+ f(81)=39,79911... czy 2-f(80)=39,79911... 7

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
Flay=et o
o 1 1 ’ 3 yr x/1—3
@)= g g = g
skad nieréwnos$é f”(x) <0 jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
at/*-3<0,
<3 ,
x<81.

Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale [0; 81|, skad

f(m);rf(y) <f($;ry) |

czyli

@+ <2 ()

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich x,y € [0; 81].
W szczegdlnosci

F(79)+ f(81) <2- £(80) .

502. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
f(z)=+z—10lnz .

Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wieksza:
£(1600)+ f(1602) = —67,54267816... czy 2 f(1601) = —67,54267816... ?

Rozwigzanie:
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Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy

1 10
/ S —
oraz . 10
" .
Fe) =g mmt s
skad nieréwnosé f”(z) <0 jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
1 10 0
_74.3:3/2 —l—ﬁ <\Uu,
1 10
4.q3/2 = 227
VvV >40,
x> 1600 .

Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale [1600; 4+00), skad

f(ﬂf);f(y) <f(wﬂ2ty) |

czyli

f)+ ) <21 (30

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich x,y > 1600.
W szczegdlnoscei
f(1600)+ £(1602) < 2- f(1601) .

503. Niech f(z)= /22 +432. Rozstrzygnaé, czy liczba
£(36,001) = £(36001,/1000) ~ 12,0001666666667

jest mniejsza czy wicksza od

72001 1
——=124—212,0001666666667 .
6000 6000
Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
2z
f(z)=
) 3- (22 4432)*/?
oraz
() = 2 82 6-(?+432) 82

3-(224432)%° 9. (224432)°° 9. (22+432)°7 9. (2244327
62246-432—8z%  —22242-36>  2-(—x?436%)
9-(22+432)°% 9. (224432)° 9. (22+432)°°
dla = > 36, skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta w przedziale [36, 00).
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Zatem wykres funkcji f dla z > 36 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkeji f
w punkcie 36. Poniewaz f(36) =12 oraz f'(36)=1/6, dla x> 36 zachodzi nieréwnosé
f(z) <12+ (2 —36)/6 i w konsekwencji

0,001 1 72000 1 72001
6 6000 6000 6000 12

Odpowiedz: Warto$¢ f(36,001) jest mniejsza od 72001,/6000.

£(36,001) <12+

504. Dowies¢, ze nierdwnosé
(n+1)>"3 <n®. (n43)"+?
zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej n > 0.
Rozwigzanie:

Po obustronnym zlogarytmowaniu przy podstawie e dana w zadaniu nieréwnosé¢ przy-
biera postac
3-fn+1)<2-f(n)+ f(n+3), (&)

gdzie f(z)=2-Inz dla 2> 0. Poniewaz f'(z)=Inz+% =Inzr+1 oraz f"(z)=1/x>0,
funkcja f jest écisle wypukla w przedziale (0, +00), skad wynika nieréwnosé

2 1 2 1

— — < — — .

F(5rotgy) <3 f@) 450w

prawdziwa dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich x, y. W szczegdlnosci
dla x =n oraz y =n-+ 3 otrzymujemy

f(?).n+;-<n+3)> <§~f(n)+;)~f(n+3),

czyli

J+1) < S fn)+ 5 fn+3),

a to po obustronnym pomnozeniu przez 3 daje nieréwnosé ().

505. Wyznaczy¢ taki wielomian piatego stopnia W (x) o wspétezynnikach rzeczywi-
stych, ze funkcja f:R — R okredlona wzorem

0 dla =<0
flz)=¢ W(z) dla 0<z<1
x dla x>1
jest dwukrotnie rézniczkowalna.
Rozwigzanie:

Niech
W(z)=az’ +bx' +cx’ +da* +ex+g.
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Aby funkcja f byta dwukrotnie rézniczkowalna w zerze, muszg zachodzi¢ warunki
W(0)=W'(0)=W"(0)=0,
skad
i w konsekwencji
W(x) = ax®+br* +ca®.
Dwukrotng rézniczkowalnosé funkeji f w jedynce otrzymamy pod warunkiem
wW)=w'(1)=1 oraz wW"(1)=0,
co wobec
W'(z) =5ax* + 4bx® + 3ca®
oraz

W"(z) =20ax® +12bx* + 6¢x

prowadzi do uktadu réwnan

a+b+e = 1
Sa+4b+3¢c = 1
20a+12b+6¢c = 0

ktory ma rozwiazanie a =3, b= —8, c=6.

Odpowiedz: Wielomianem spetiajacym warunki zadania jest W (x) =325 —8z4+623.

506. Wyznaczy¢ taki wielomian piatego stopnia W (z) o wspétezynnikach rzeczywi-

stych, ze funkcja f:R — R okreslona wzorem
-1 dla z<-1
flz)=¢ W(z) dla —-l<z<1
1 dla z>1

jest dwukrotnie rozniczkowalna.

Rozwigzanie:
Niech

W (z) = az®+bx' +cax®+ da’ +ex+g.

Aby funkcja f byta dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie —1, musza zachodzi¢ wa-
runki
W(-1)=-1 oraz ~ W' (=1)=W"(-1)=0.
Dwukrotng rézniczkowalnosé funkeji f w jedynce otrzymamy pod warunkiem
W(1)=1 oraz W' (1)=W"(1)=0,
co wobec
W'(x) = 5az* 4+ 4bx® + 3ca® 4 2dx +e

oraz
W (z) = 20ax® +12ba® +6cx +2d
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prowadzi do uktadu réwnan

—a+b—ct+d—e+g = -1
a+b+c+d+etg =
5a—4b+3c—2d+e
S5a+4b+3c+2d+e
—20a+12b—6¢+2d
20a+1204+6¢+2d = 0

Dodanie stronami rownan pierwszego i drugiego, odjecie trzeciego i czwartego, dodanie
piatego i szoéstego daje po uproszczeniu

(1)

|
co o~

b+d+g = 0
20+d = 0
6b+d = 0

Stad tatwo otrzymujemy b=d=g=0. W konsekwencji uklad réwnan (1) po uproszczeniu
przyjmuje postac

atcte = 1
5a+3c+e = 0
10a+3¢c = 0

Rozwiazaniem tego uktadu jest a=3/8, c=—-5/4, e=15/8.

Odpowiedz: Wielomianem spetniajacym warunki zadania jest
B 32° — 1023 + 15z

w
(«) -
507. Niech .
e’ —1
dla xz+#0
fla) =
A dla =0

a) Dla ktorej wartosci parametru A istnieje f/(0) i ile jest réwna?
b) Dla tej samej wartosci parametru A wyznaczyé¢ f”(0).

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
. f()—fO) . - A 1 AR
! _ — h —
FO== = =i e

Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0’
zastosowac regute de I’Hospitala.
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Przy h — 0 otrzymujemy iloraz %, co ma postac¢ nieoznaczong % dla A=1. Wowczas
mozemy po raz drugi zastosowac regute de I’'Hospitala.
P =lim S~
02 2
W celu obliczenia pochodnej drugiego rzedu w zerze musimy najpierw obliczy¢ pierw-

szg pochodng poza zerem:
gy €rr—et+1
f(x)= R
Z definicji pochodnej otrzymujemy

()= f0) the'+1 1/2 . ehh—ehp1- R
" J ) M) A 5
f(0) = }1111110 N = ]lzlrr(l) ; — }leo e ‘

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0 )
zastosowaé regute de I’Hospitala.

h h_ h h h
vy . €chtet—e'—h o e"-h—h . e'—1
PO ™5 "M e % s
0

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone g, mozemy wigc
ponownie zastosowac¢ regute de I’Hospitala.

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=1 i wéwczas f'(0) =1/2 oraz

F1(0)=1/3.

508. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= ¢/22+2. Wyznaczy¢ naj-
mniejszg taka liczbe rzeczywista dodatnig C, ze dla kazdych liczb rzeczywistych z, y
zachodzi nieréwnosé

|f(z) = fW)|<C-lz—yl.

Rozwigzanie:

Pominawszy trywialny przypadek z =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
wynika rownosé

[f (@)= f W) =lz—=yl-[f()],

gdzie ¢ lezy pomiedzy x i y.

Zatem najmniejsza stata C, z ktorg prawdziwa jest nieréwnos$é¢ podana w tresci zada-
nia, jest réowna kresowi gérnemu zbioru {|f'(x)|: z € R}.

Obliczamy pochodna funkcji f:

2x
fllo)y=—""
(@) 3-(x2+2)2/3
Zauwazmy, ze
2 2~ 1/3
lim f'(z)= lim e 273 = Hm ’ 25 =0
z—£00 r=+0 3. (224-2) r=E0 3. (142-272)
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Ponadto
2 8x?

3-(:)32+2)2/3 - 9-(:v2+2)5/3 ’
Rozwigzujemy réwnanie na zerowanie sie f”:

2 812

3. (2242)27 9. (242
3- (2% +2) =4a?,
6 =22,
r=+V6.

Wyliczamy wartosci funkeji f/ w miejscach zerowych jej pochodnej:

7 (+V6) = +2-1/6 2-/6 2-/6 1

f'(@)=

(v ) BT TR TG

Stad wynika, ze funkcja f’ przyjmuje najmniejszg i najwieksza warto$é odpowiednio

—1/4/611/v/6, a zatem C =1/+/6.

509. Niech funkcja f:R— R bedzie funkcjg odwrotna do funkcji g:IR— R zdefinowanej
wzorem
g(x)=2"+1x.

Podaé¢ dwie pary liczb (n, w), gdzie n jest liczba naturalna (catkowita dodatnia)

mniejsza od 100, a w liczba wymierna, spetniajace réwnanie
f'(n)=w.
Jezeli licznik lub mianownik liczby w jest wigkszy od 100, nie musi by¢ zapisany w po-
staci dziesietnej (moze by¢ zapisany np. w postaci potegi albo w postaci iloczynu liczb
dziesietnych lub poteg).

20 20 5 160 160

//2 = = — = — " 34 = = —_—

12) 63 216 54 J7(34) 813 312

510. Niech funkcja f:R—R bedzie funkcja odwrotng do funkcji g:R—R zdefinowane;
wzorem
@="+
g(@)=—5+z.
Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej dru-
giego rzedu funkcji f w trzech podanych punktach.

f" (3) =—1/4 i (?) ——4/125 £"(12)=-3/500
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511. Niech funkcja f:R—R bedzie funkcjg odwrotng do funkeji g:IR— R zdefinowanej

wzorem 3

T
g(x):§+2x.

Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej dru-
giego rzedu funkcji f w czterech podanych punktach.

(5) =z p(F) = ras=—spsm () =-1/720

512. Niech
flz)= Va3 +5.
Rozstrzygnac, czy liczba
f(3,01) = £(301/100) ~ 2,003375

jest mniejsza czy wigksza od

16027 27
3000 + 3000 ,003375

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
fx)=

3x?

5-(23+5)"°
oraz
6 362 30z (z°+5) 36x%

5-(2+5) 25 (x3+45)°°  25-(22+5)"° 25 (23457
302* +1502 — 362! 150z —62'  6z-(25—2a®)
25-(z3+5)""  25-(a3+5)"°  25-(a3+5)"°
dla z > /25, skad wynika, ze funkcja f jest écisle wklesta w przedziale [\3/25, oo), za-
wierajacym przedziat [\3/ 27, oo) =3, o0).

f'(x) =

Zatem wykres funkcji f dla x> 3 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f

w punkcie odpowiadajacym z=3. Poniewaz f(3)=2 oraz f'(3)=27/80, dla x >3 zachodzi

nieréwnosc 27 (- 3)
. x J—

<24+ —F

i w konsekwencji

27-0,01 27
=24 :
80 8000

Odpowiedz: Wartos¢ f(3,01) jest mniejsza od 16027 /8000.

f(3,01) <2+
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