Jarostaw Wroblewsk:

Analiza Matematyczna 1, zima 2022/23
442. Funkcja f:R— R jest okreslona wzorem f(z)=

et —e "

5 Funkcja g: R — R jest
funkcja odwrotna do f, tzn. f(g(x))=g(f(x)) =z dla dowolnej liczby rzeczywistej x.

Poda¢ wzor na pochodna funkcji g. Poda¢ przyktad takiej liczby wymiernej = > 1,
ze liczba ¢'(z) jest wymierna.
Rozwigzanie:

Sposob I:

Rownosé g(x) =y jest réwnowazna réwnosci f(y) =z, czyli

ey — 67y
xr=
lub inaczej

()
jesli przyjmiemy ¢t =eY. Przy tych oznaczeniach mamy ¢ >0 i y =Int. Rozwiazujemy
réwnanie (&) tak, aby wyznaczyé t w zaleznosci od x:
2t =t>—1,

t?—22t—1=0,

,_ 2wV
===,

t=x+tVa2+1,
skad wobec t >0 musimy przyja¢ ” +”7 =" +”. Ostatecznie

t=z+va2+1
i w konsekwencji

g(x):y:1n<x+\/:c2+1> .

Majac jawny wzor okreslajacy funkcje g bez trudu obliczamy jej pochodna:
1+ 2z V24l T Variiltx
g/(l‘) 22241 V2241 V241

— — Vo o 1
r+vVarr+1 r+vVarr+1 r+vVei+1l a2+l

Jako przyktad liczby wymiernej x> 1, dla ktérej ¢'(x) jest liczba wymierna, przyjmij-
my = =4/3. Otrzymujemy wtedy

) —d(4)3y e L 1 3
gl =g ) = J16/9+1 \/25/9 5

Sposob I1:

Zauwazmy, ze

ev+e Y e +2+e 2

e —2+e % 1 ey —ev\? 1
2 4 4 = < 2 >+ N
=V(f(y)*+1.
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Ze wzoru na pochodng funkcji odwrotnej otrzymujemy

TR B 1 o
PTG T JFG@)el VL

W powyzszych przeksztatceniach wykorzystaliSmy rownosé

Fy)=V(f(y)+1

dla y=g(x).
Dla urozmaicenia tym razem jako przyktad liczby wymiernej z > 1, dla ktérej ¢'(x)
jest liczba wymierna, przyjmijmy = =12/5. Otrzymujemy wtedy
1 1 5

= BI= s s 13

443. Niech funkcja f:IR—IR bedzie funkcjg odwrotng do funkcji g:R — R zdefinowane;j
wzorem g(z) = 2”4+ . Obliczy¢ f/(0), f/(2) i f/(34).
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze pochodna funkcji ¢ dana jest wzorem
g (x)=5z"+1.
Zauwazmy tez, ze
9(0)=0, g(1)=2 oraz g(2)=34,
skad odpowiednio
f(0)=0, f(2)=1 oraz f(34)=2.

Ze wzoru na pochodna funkcji odwrotnej otrzymujemy

1
flx)=- ,
W= @)
co po podstawieniu kolejno x =0, x =2 i x = 34 prowadzi odpowiednio do
1 1 1 1
flo = / - / - -7
)= G 0) ¢ 501
1 1 1 1
f/ 2)= / = = ~a
B gG@) g 51 6
i
1 1 1 1
'(34) = = = =—.
f34) g(f(34)) 4¢'(2) 5-2441 81
Odpowiedz:
1
f(0)=1, f’(2):6 oraz  f'(34)=—.

444. Niech funkcja f:R—R bedzie funkcjg odwrotng do funkcji g:R— R zdefinowanej
wzorem g(z) =z>+9z. Obliczy¢ f/(0), f/(10) i £/(100).

Rozwigzanie:
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Zauwazmy, ze pochodna funkcji g dana jest wzorem
g (r)=32+9.
Zauwazmy tez, ze

g(0)=0, ¢g(1)=10 oraz g(4)=100,

skad odpowiednio
f(0)=0, f(10)=1 oraz f(100)=4.

Ze wzoru na pochodng funkcji odwrotnej otrzymujemy
1
f'(x)= ,
g'(f())
co po podstawieniu kolejno x =0, =10 i x =100 prowadzi odpowiednio do

7(0) = 11 1 1

Odpowiedz:

g(f(0)) ¢(0) 30249 9’

1 1

1
g(f(10)) ¢

3.1249 12

1 1

F0)=

oraz

g4 34249 57

F£(100) = 517

W kazdym z kolejnych 7 zadan funkcja g;: R — R jest funkcja odwrotng do funkeji
fi :R— R okreslonej podanym wzorem. W kazdym z tych zadan podaj w postaci
liczby calkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej funkcji g; w trzech

podanych punktach.
445. fi(z) =2+
446. fy(z)=a"+x
447. f3(z)=2* 45z
448. fy(r)=2"+5x
449. f5(z)=2°+2z
450. fo(z) =2°+4z

451. fr(x) =22 +2

Lista 10R

% (2)=1/4

9(2)=1/8
95(6)=1/8
94(6)=1/10
95(12)=1/14
g5(16)=1/16

7.(18)=1/25

,(130)=1/76
95(130) =1/449
95(42)=1/32
94(42)=1/85
95(72)=1/50
g5(80)=1/52
42(57)=1/55
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W kazdym z kolejnych 5 zadan dla podanej funkcji g; : R — R funkcja f;: R — R jest
okreslona wzorem
figi(x)) =" +3z.
W kazdym z tych zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskra-
calnego wartosci pochodnej funkcji f; w trzech podanych punktach.

452. gi(v)=2*+2+6  f](8)=3/2 f1(16)=15/13 f1(36)=15/14
453. go(z)=2*+22+3  fL(6)=6/5 f(15)=15/14 £5(36) =30/29
454. g3(x) =22+ fi(3)=6/7 f4(18)=3/5 fi(57)=6/11
455. gy(z) =" +2+2 f1(2)=3 fid)=1 f1(36)=5/27
456. gs(v)=2"+22  fi(0)=3/2 f1(3)=6/7 11(36) =15/82

457. Funkcja f: (0, +00) — R jest okreslona wzorem
e*+1
=1 )
fla) = (515)

Funkcja g jest ztozeniem 2020 egzemplarzy funkcji f:

g(@) = f(f(fC- fOf(2)- )
Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ <\/E> jest wymierna.

Rozwigzanie:

Wykresem funkcji f jest krzywa o réwnaniu

_ln<ex—|—1>
y= et —1)°

Przeksztatcanie tego réwnania prowadzi kolejno do réwnan réwnowaznych

e’ +1
Cer—1
e-e¥—eVY=e"4+1,

eY

Y

e’-el—et—eV=1.

Poniewaz ostatnie réwnanie nie zmienia si¢ przy zamianie x i y, krzywa opisana tym
roOwnaniem jest symetryczna wzgledem prostej o réwnaniu x=y. To oznacza, ze funkcja f
jest odwrotna sama do siebie, czyli f(f(x))=x dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej x.
W konsekwencji g(z) =z dla >0 1 ¢'(z) =1. W szczegdlnosei ¢ (\/E) =1 jest liczbg
wymierna.
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458. Znalez¢ najmniejszg i najwieksza warto$é funkcji

(2020 20 (2020 20
f(r)=arctg| e +1 + \eo —1 — 1[+4arctg|\e” +1 — \e© -1 —1

na przedziale [10, 50] i okresli¢, w ktérych punktach te wartosci sa przyjmowane. Dopro-
wadzi¢ wartosci najmniejsza i najwieksza do tak prostej postaci, aby byto widac, czy sa
to liczby wymierne, czy niewymierne.

Wskazéwka: f=goh, gdzie

2
g(t) =arctg(t—1)+arctg <t — 1)

oraz

h(z) = Ver™ 414/ e _ 1

Rozwigzanie:

Funkcja ¢g: (0, +00) — R okreslona wzorem

2
g(t) =arctg(t—1)+arctg <t - 1>

ma pochodnag

1 —2/¢? 1 2
/t: + et — —
POt T P e
1 2 1 L,

2242 44422 22042 22412

jest wiec stata. Poniewaz

g(1) =arctg0 + arctgl = % :

mamy ¢(t) =m/4 dla kazdego t € (0, +00).
Pozostaje zauwazy¢, ze przyjmujac

p— \/6612020 14 \/66I2020 1

otrzymujemy
2
g _ \/eexzozo I \/eexzozo 1,
skad
T
f(z)=g(t) = 1

Zatem f jest funkcja stata rowna 7/4. W konsekwencji przyjmuje ona na catym rozwa-
zanym przedziale [10, 50] najwieksza (a zarazem najmniejsza) wartosé 7 /4 (niewymierna,
bo 7 jest niewymierne).

459. Funkcja f: Z — Z, gdzie Z =R\ {1}, jest okreslona wzorem

T

f(@-W-
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Funkcja g jest ztozeniem 666 egzemplarzy funkcji f:

9(@)=fFCFUf(2)--))
Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ <\/§> jest wymierna.
Rozwigzanie:

Wykresem funkcji f jest krzywa o réwnaniu
x

Vs —1
Przeksztatcanie tego réwnania prowadzi kolejno do réwnan réwnowaznych

xS

z3—1"
PP =P
Pyt =t 447

y:

y’ =

Poniewaz ostatnie réwnanie nie zmienia si¢ przy zamianie x i y, krzywa opisana tym
roOwnaniem jest symetryczna wzgledem prostej o réwnaniu x=y. To oznacza, ze funkcja f
jest odwrotna sama do siebie, czyli f(f(z)) =« dla kazdej liczby rzeczywistej = # 1.
W konsekwencji g(x) =z dla x # 1, wobec czego ¢'(z) =1. W szczegdlnosei ¢’ (\/5) =1
jest liczba wymierna.

460. Funkcja f: Z — Z, gdzie Z =R\ {0, 1}, jest okreslona wzorem

Funkcja g jest ztozeniem 666 egzemplarzy funkcji f:
g(@) = FF(F( F(F@)-.)).
Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ <\/§) jest wymierna.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

xr3—
O GaL
skad

1 1 1 3 -1
( ( )) J (f(x)) J 1__;§ J — —-1 r°—1

f(f(f(x)))=?jl— - =Vt —1=Vad=z.

oraz

Z otrzymanej réwnosci f(f(f(a:))) =1z wynika g(z) =2z dla x € Z, co daje ¢'(z) =1.
W szczegdlnosei ¢’ (\/§> =1 jest liczbg wymierna.
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461. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
e?® — 22?2 —2x—1

F(x) = o dla z#0
A dla =0
jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
R)— (0 eloah2hol A e —2h? —2h—1— Ah®
e A B

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0?
zastosowac regute de I’Hospitala.
2% —4h —2—3Ah?
! _ .
11(0) = Jimy 4 '
Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastosowaé

0’
regute de I’'Hospitala.

4e?h — 4 —6AR
L
f(0)= Jim 12h2

Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz trzeci zastosowaé

0 )
regute de 1’Hospitala.
82 —6A
'0)=1lim —————.
F1(0) = DY
Przy h— 0 otrzymujemy iloraz 8’06‘4, co ma postac nieoznaczona % dla A=4/3. Wowcezas

mozemy po raz czwarty zastosowac regute de I’'Hospitala.
16e*" 16 2

/ :1 _— =,
FO)=lm—r=5,=3

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=4/3 i wéwczas f'(0) =2/3.

462. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

1—
ST la x#0

flr)={ e—1-a
A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
_ f(R)=f0) . b A 1_cosh— A+ A+ Ah
/ _ — € —
L A VS g iy
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Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0°?
zastosowac regute de I’Hospitala.
sinh — Ael + A
f(0)=lim .
h—0 el +heh —1—2h
Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nicoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastosowaé

0’
regute de I’'Hospitala.

cosh— Aeh
f0)=lm ————.
h—0 2eh 4+ hel —2
=5~ co ma postac nieoznaczong % dla A=1. Wowczas
mozemy po raz trzeci zastosowac regute de I’Hospitala.

, —sinh —eh 1
f(0)

=1m —-———-———=——.
h—0 3el + heh 3

Przy h — 0 otrzymujemy iloraz =4

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A =11 wéwczas f'(0)=—1/3.

463. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
&3 —e2 —In(1+x)

F) = = dla z#0
A dla =0
jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
e3h—62h—ln 1+h
£(0) = lim f(h);f(())  lim th()—A  tim eBh—e%—h;th)—Ah? |

Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 8, mozemy wiec

zastosowac regute de I’Hospitala.
3edh —2e2h — L _9Ap
/ 1 1+h
f1(0) = lim 7,2 -

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastosowaé

07
regute de I’'Hospitala.

/ T
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz G_OZA, co ma posta¢ nieoznaczona % dla A=3. Wowczas
mozemy po raz trzeci zastosowac¢ regute de 1’'Hospitala.
27e3h —8e?h — 2 17
/ T (+h)s L1

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A =3 i wéwcezas f'(0) =17/6.
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464. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
2re* —1In(142x)

)= = dla z#0
A dla =0
jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
e~ —In(1+2h) —h 3
_ f(h)—f(0)  Ghe=QEh) 4 ope=h_In(142h)— Ah
/ g —_— h g
FO= = = 2 i |

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0°?
zastosowac regute de I’Hospitala.

—h —h 2
2e —2he ~ Tien 3Ah2 ‘

1(0) = Jim AR

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nicoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastosowaé

0’
regute de I’Hospitala.

—de " +2he ™" + (g5 —6AR

/ T
£(0)=lim 1212

Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz trzeci zastosowaé

07
regute de I’Hospitala.

—h_ —h __ 16 .
F(0) = tim o2~ Gy ~04
70 24h '
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz %’6‘4, co ma postaé¢ nieoznaczong % dla A=-5/3.

Wowcezas mozemy po raz czwarty zastosowac regute de I'Hospitala.
—8e " +2he "+ 849688 11

'(0) = I 0
f(0) = Jim 24 24 24 3

Odpowiedz: Funkcja f jest rozniczkowalna dla A= —5/3 1 woéwczas f'(0) =11/3.

465. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

e —+/1+x

f@)=! Wi+ 70
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
el —
f'(0) =lim f(h) = F(0) = lim ln(ﬂ_ = lim ' —V1+th—A-In(1+h) .
h—0 h h—0 h h—0 h-In(1+h)
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Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 8, mozemy wiec

zastosowac regute de I’Hospitala.
eh— L A
! 0 — llm 2’\/ 1+h 1+h )
10) h—0 ln(l—l—h)-I—fl_}:h

Przy h— 0 otrzymujemy iloraz 1/ ZO_A, co ma posta¢ nieoznaczong % dla A=1/2. Wéwcezas
mozemy po raz drugi zastosowac regute de I’'Hospitala.
h 1 1/2
e+ + 7
F1(0) = i DT T T

1
h=0 T+ T 3

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=1/2 1 wéwczas f'(0)=7/8.

466. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

€T
e’ — 61‘-{—1

f(z)= z?
A dla z=0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
eh h+1 h
() =f0) s A e =M - Ap?
/ _ — h —
- T

Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 8, mozemy wiec

zastosowaé regute de I’Hospitala.

e

h h_  h+1
, et e =" —2Ah
=1
f1(0) = lim T
Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone %, mozemy wiec po raz drugi zastosowac

regute de I’'Hospitala.

h h
et '€2h+€6 -eh—eh+1—2A

! 1
Przy h— 0 otrzymujemy iloraz 6_02’4, co ma postacé nieoznaczona % dla A=e/2. Wowczas

mozemy po raz trzeci zastosowac regute de I’Hospitala.
, e e e g eh Pt 4o 2e
f(0) =lim =—=—.
h—0 6 6 3

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A =e/2 i wowcezas f'(0) =2¢/3.
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