Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2022/23

Zadania do omdéwienia na é¢wiczeniach
w poniedzialek 10.10.2022 i Srode 12.10.2022.
Zadania nalezy sprobowaé rozwigzaé przed ¢wiczeniami !!!

1. Indukcja matematyczna. Dwumian Newtona.

Oznaczenia:
n

Zai = O+ Qg1 + Apy2 + A3+ ... FAp—1 +ap
i=m
n

Hai:am'a'm—i-l'am+2'am+3"~-'an—1'an

=m

Obliczy¢ wartosci wyrazen:
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8. Wyznaczyé¢ zbiér wszystkich liczb rzeczywistych z, dla ktéorych prawdziwa jest
podana implikacja:

a)z>0=>r+1>2 b)r<l=2’>0 c)z<l=2 <0 d)2°>32=2>64

e) 2% >64=2">128 f) 2°<32=1°<064 g) 19 <64=12"<128

Oszustwo 9. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
30n <2"+110. (%)

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.
1° Dla n =1 sprawdzamy bezposrednio 30 <2+110=112.
2° Zatoézmy, ze 30n < 2™+ 110. Udowodnimy nieréwnosc¢
30(n+1) < 2" +110. Stosujac zalozenie indukcyjne otrzymujemy ciag nieréwnosci:

30(n+1)=30n+30<2"4+110+30=2""" +110+30 — 2" < 2"*! 4-110,

przy czym ostatnia nieréwnos$¢ zachodzi dla n > 5.
Zatem nieréwnos¢ (x) zostala udowodniona dla n > 5.
Pozostaje sprawdzic¢, ze
dla n =2 mamy 60 <4+110=114,
dla n=3 mamy 90 <8+4110=118,
dla n=4 mamy 120 <164 110 = 126.
Tym samym nieréwnos$¢ (x) jest udowodniona dla wszystkich liczb naturalnych n.

W szczegdlnosci wykazalismy, ze dla n =6 zachodzi nieréwnosé¢ 180 < 174.

Gdzie tkwi btad w powyzszym rozumowaniu?
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10. Dowiesc, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 4 zachodzi réwnosé
4 N 5 . 6 I n n+1
4 4 4 4 5 )

11. Dowied¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi réwnosé

1,2 3 4 5 6 n—1 1 1
3 21 91 273 651 1333 (n—1)44+n—-12+1 2 2-(n2—n+1)’

12. Dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele par liczb naturalnych k£ < n spetniajacych

rownanie
i ny ([ n
k) \k+1)"

13. Dowiedc, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
n?-(n+1)2-(2n+1)
10 '

14244344 rnt<
14. Dowiedc, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

(n+1)- (2:> >4".

15. W miejsce kropek wstawié¢ jeden ze znakéw >, <, a nastepnie dowiesé, ze dla
kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnos$é

16. Dowiesc, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nier6wnos¢

(n+3)- (?) > 74771,

17. Dowiedc, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

(n+4)- (2”> > 92+l

n

18. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

2
n- (2n> > 421
n
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19. Dowiesc, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnos¢

2n—1—2> <an
n

20. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé

2n—+2

)

15)"
1)

21. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé

4n

o () ()= ) (7)

22. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

265.n<2n+271‘

23. Dowiesc, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé

“ G ()

24. Dowiesc, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé

328.n<3n+331‘

25. Dowiesc, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé

4 ><<n+1>.<§z>.<3:>.

26. Dowiesc, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé

2n
n

) g
n—i—l> ’

27. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
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Przypomnij sobie ze szkoty: Wzory skré6conego mnozenia.

Zadania do samodzielnego rozwigzania.
Moga by¢ oméwione na ¢wiczeniach w miare wolnego czasu,

28. Wiadomo, ze wérod nastepujacych szesciu liczb
34652 —2, 34652 —4, 34652—8, 3465°—16, 3465°—32, 3465%—64

trzy sa pierwsze, a trzy zlozone. Ktore z podanych liczb sg pierwsze?

29. Uzupemi¢ wzory skroconego mnozenia. Kropki wystepujace po lewej stronie row-
nosci zastapi¢ pojedynczym znakiem.
a) (x—l—Q)2 =224 ...
b) a®*+0*=(a+b)-.
c)a®*—b=(a—0)-.

d) a®...b* = (a? +ab—|—b2)
e) at..b*=(a+0b)-..

f) a’..b'=(a—b)-.

g) ® b =(a+b)-.

h) a®...b° = (a— b)
i) (a+b)*=a+3...

j) (a=b)*=at—...

k) (a—b)°=a’—...

1) a"—=b"=(a—0)-.

m) a"+b" = (a+b)~...—d1aktérychn?
n) a"—b"=(a+>b)-... - dla ktérych n ?
0) a"+0" = (a®+b*)-... - dla ktérych n ?
p) a"—b"=(a*+b?)-... - dla ktérych n ?

30. W liczbie dziewieciocyfrowej podanych jest 5 cyfr. Wpisz brakujace 4 cyfry tak,
aby uzyskana liczba byta kwadratem liczby catkowite;j.

a)[1|lofo|1]8 : byl4|olo|2]4 :

c)[9]|0(0]2(4 ; d)[9|0|0]4]8

31. Zapisz podang liczbe wymierng w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskra-

calnego.
\/5_ 1 \/g_i_ 1 ................... \/_ 1 \/7+ 1 ................... N
1 1 1

c) \/1_—1_\/ﬁ+1: ................. ;d) \/_ ! \/ﬁ—f—l: ................. :
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32. Zapisz podang liczbe w postaci iloczynu dwoch liczb catkowitych wigkszych od 1.
a) 9991= ... ... :b) 89951 = ... ;
c) 999919= ... ... ;d) 8999999= ... ...

33. Dla danej liczby n podaj dwucyfrowa liczbe pierwsza p bedaca dzielnikiem licz-

by n.
a) n=TT oM p— b)) n=692 20122 p— .. ... :
c) n=511342213 " p= ... ;d) n=66'-3116 p=_ ...

34. Wiedzac, ze

14 =1001 14 = 2002 14 = 3003
4] ’ 5) ’ 6/ ’

podaé¢ wartos¢ wspotezynnika dwumianowego

35. Dla podanych liczb a oraz k wskazaé¢ taka liczbe naturalng n, aby zachodzita
rownosé

k
E\ a® n
(aa ) =a% .

Uwaga: Potegowanie wykonuje sie od gdry, tzn. a* = a(*).
a) a=5, k=2, n=................... ;b)) a=3, k=3, n=................... ;
c) a=2, k=5, n=................... id) a=3, k=4, n=...................

36. Wskazaé takg liczbe C, ze dla dowolnych liczb catkowitych nieujemnych n i k,
gdzie n > k42, prawdziwa jest réwnosé

n LC n n n \ _ (n+2

k k+1 k+2) \k+2)°
37. Uporzadkowa¢ rosnaco nastepujace liczby:

100 100 100 100 100 100
7 ) \27 ) \47 ) \57) \717) \97 )

38. Dowies¢, ze dla dowolnych liczb catkowitych nieujemnych a,b,c zachodzi réwnosé

a+b+c\ (b+c\ [(a+tb+c)\fa+tc

a b ) b a )’
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