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KOLOKWIUM Specjalne, 7.02.2023, godz. 10:15-12:00

Zadanie 31 . (zadanie dodatkowe)
Obliczy¢ sume szeregu

i 1

Zn-(n+1)-(n+2)-(n+4)"

Rozwigzanie:
Roztézmy na utamki proste wyraz ogdlny szeregu:
1 A B C D

nnt1)-(n+2)-(n+d) 0 nri
1=A-(n+1)-(n+2)-(n+

+ ;
n+2 n+4
4)+B-n-(n+2)-(n+4)+C-n-(n+1)-(n+4)+D-n-(n+1)-(n+2)
dlan=0: 1=84, A=1/8,

dlan=-1: 1=-3B, B=-1/3,

1=4C, C=1/4,
dlan=—4: 1=24D, D=-1/24.

dlan=-2:

Zatem
1 s 13 14 1
n-(n+1)-n+2)-(n+4) n n+l n+2 nt+d’

\W% konsekwencji sumy CZQéCiowe danego szeregu wyrazajg sie wzorem

X8 13 14 1/
nzjln (n+1)- (n+2) (n+4)_z ( + )_

—\n n+l n+2 n+4

(1/8 3, 1/4 1/524>+(128_1é3+%_1/624>+
+<138 113+1é4 1/724>+<11/18_123+1é4_1/824>

/8  1/3  1/4  1/24 /8 1/3 1/4 1/24
+<N—3_N—2+N—1_ >+( B * )

N+1 N—2 N—-1 N N+2 +

+<1/8_1/3+1/4_1/24)+<1/8_ /3, 1/4 _1/24>:

N-1 N N+1 N+43 N N+1 N+2 N+4

:17/8_5/24+1/24+1/24_ /8 5/24  1/24 1/
1 2 3 4 N+1 N+2 N+3 N+4
36-30+4+3  1/8 5/24  1/24  1/24 13
- 288 CN+1 N+2

N+3 N+4 288
przy N — 0.

Odpowiedz: Suma danego szeregu jest réwna 13/288.

Kolokwium Specjalne

Rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2022/23

Zadanie 32« (zadanie dodatkowe)
Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem

f(z)=1In <x4 —|—48> :
Wyznaczy¢ najmniejsza taka liczbe rzeczywista dodatnig C', ze dla kazdych liczb rzeczy-
wistych x, y zachodzi nier6wnos¢

[f(@) = fWI<C-lz—yl.
Rozwigzanie:
Pominawszy trywialny przypadek z =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
wynika rownosé

[f (@)= f W) =lz—yl-[f()],

gdzie c¢ lezy pomiedzy x i y.

Zatem najmniejsza stata C, z ktorg prawdziwa jest nieréwnos$é¢ podana w tresci zada-
nia, jest réowna kresowi gérnemu zbioru {|f'(x)|: x € R}.

Obliczamy pochodna funkcji f:

43

F@)= s

Zauwazmy, ze it .
Am S@ = s T M s
Ponadto
() = 1222 (2 +48) — 423 - 423 _ 12254124822 — 162° _ 12 487% — 4x°
(% +48)° (x4 +48)° (x4 +48)°

Réwnanie na zerowanie sie f” przyjmuje postaé

12-482% = 42°

12-1222 = 2%,

€O ma rozwigzania
z=0 oraz r=42-v/3.

Wyliczamy wartosci funkcji f' w miejscach zerowych jej pochodne;j:

f'(0)=0,
F'(+2-v/3) = +4-8-v/27  £32-3-v/3  £32:3-v/3  +£32:3-v/3  +V3
T 16-v/81+48 16-9+48  48-3+48-1 484 2

Stad wynika, ze funkcja f’ przyjmuje najmniejsza i najwieksza wartos¢ odpowiednio
—/3/21+/3/2, a zatem C =+/3/2.

Odpowiedz: Najmniejsza stalg spetniajacg warunki zadania jest C'=+/3/2.
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Zadanie 33« (zadanie dodatkowe)
Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem

fla)=Va2+11.

Rozstrzygnac, ktora liczba jest wigksza

F(5)+ 247 =3,45.. czy  f(5,5)=f(11/2)=3,45... 7

Rozwigzanie:
Obliczmy pochodne funkcji f:

Fla)=" ()™

oraz

-5/3

_2/3—89962-@2—1-11) =

2
" _Z. 2 11
f(z) =3 (2" +11)
22 +22 , , —5/3 8z —5/3  62*+66—8z% , , ~5/3
== (2 +11) —7-(:(: +11) :f«x +11) =
B —22% 466
9
skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wypukta w przedziale [—\/ 33, V 33} zawierajacym?!
przedzial [4; 5,5], a jej pochodna f’ jest w tym przedziale rosnaca.
Zatem wykres funkcji f na przedziale (5; 5,5] lezy powyzej stycznej do wykresu
w punkcie odpowiadajacym z =5. Wobec tego
f@)>fB)+f(5B) (r—5) dla  z€(5;5,5],
skad po uwzglednieniu

<:r;2—|—11)_5/3—<33—x2>-3-<x2+11)_5/3 > 0, oile a2<33,

£5)> 1) = o
otrzymujemy
£(5.5)> F3)+ £/5)-(5,5-5) > f(5) 4 f/(4)-0.5= F(5) + 50,5 = F(5) + 5

4
Odpowiedz: Liczba f(5)+2—7 jest mniejsza od f(5,5) = f(11/2).

1 Zauwazmy, ze

5,5=1/30,25</33.
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Zadanie 34 (zadanie dodatkowe)
Dana jest taka funkcja f:R — R, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y spetniony
jest warunek

[f(@) = f()] < (@—y+1)%.
Dowies¢, ze wowcezas [ jest funkcjg staty.
Rozwigzanie:
Przyjmujac w podanym w tresci zadania warunku y =2+ 1 otrzymujemy
[f(@) = fa+ D)< (@=(z+1)+1)*=0"=0,
skad f(x)= f(x+1) dla dowolnego x, a wiec funkcja f jest okresowa z okresem 1.
Wobec tego dla dowolnych z, y otrzymujemy

[f@) = fW)I=If(@) = fly+ D)< (@ = (y+1)+1)" = (z—y)*,
czyli

[f(@) = fW)] < (z—y)*. (©)
Na podstawie warunku () wykazemy, ze funkcja f jest stata.
Ustalmy dowolne liczby rzeczywiste z, y. Dla dowolnej liczby naturalnej n przyjmijmy

— — — X —X
t():l', tl—x—l—L, t2—$+2 L, t3:$+3L, t4:l’—|—4y s
n n n n

cey tn—2:x+(n_2)y;xa tn—1:m+(n_1)$7 tn:l“f'ny;x

Powyzsze punkty dzielg odcinek osi liczbowej od x do y na n rownych czedci.
Woéwezas na mocy warunku (<)) zachodza nieréwnosci

|f<to>—f<t1>|<<to—t1>2=(y‘”’“) _ o=y

n n?

1f(t) = f(t)| < (i —t2)° = (y—x) = (z=y) ;

1f<tn_1>—f<tn>\<<tn_1—tn>2:(W) _ =y

Korzystajac z nierownosci trojkata oraz z powyzszych nieréwnosci otrzymujemy
f (@) = f(y) =
= |(f (to) = f (£2)) + (f (t) = f (£2)) + (f (t2) = [ (£3)) + ..+ (f (En1) — f ()] <

<Uf(fo) = F (OIS () = f () |+ 1 (B2) = F{Ea) |+ -+ [f (Ena) = f (En)] <
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(@=y)® (2=y? (e=y)*  (@=y)* (z=y)

2

<

n? n? n? n? n

Otrzymalidémy wiec nieré6wnosé

(@)= 7)) < &Y

prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej n. Poniewaz lewa strona tej nieréwnosci jest
nieujemna i nie zalezy od n, a prawa moze osigga¢ dowolnie mate warto$ci dodatnie,

otrzymujemy |f(z)— f(y)| =0. Stad wynika, ze f(z)= f(y), a w konsekwencji f jest

funkcja statq.
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Zadanie 3O« (zadanie dodatkowe)

Funkcja f:R — R jest dwukrotnie rézniczkowalna.

Dowies¢, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y istnieje takie t € (0, 1), ze dla liczby
c=x+t-(y—x) spelniony jest warunek

Fla)+ ) —2-f () = Lol

Rozwigzanie:
L r+y
Przyjmijmy xo=——.
Ze wzoru Taylora wynika istnienie takiej liczby
C1 :x0+t1~(x—x0) R

gdzie t; € (0, 1), ze

f(@) = f(xo)+ f(20) - (x —0)

Podobnie, istnieje taka liczba

A (Cl)'gﬂ—xo)z _

co=x+1t2- (Y —20) ,
gdzie t, € (0, 1), ze

f(y)=f<xo>+f'<xo>-<y—xo>+f"“?)';y‘xo) |

Dodanie stronami powyzszych réwnosci prowadzi do

f<w>+f<y>=2-f<xo>+f'<xo>-<x_x0+y—wo>+f"<c1>-<x—xo>2§f"<@>~<y—xo>2,

+y . . D P
Y dokonaniu odpowiednich uproszczen daje

.. , , . X
co po uwzglednieniu réwnosci zo =

fla)+ f() -2 (C10) < LT e 2o

Z wlasnosci Darboux funkcji f” wynika istnienie takiej liczby ¢ pomiedzy ¢; i ¢o, ze

f//(C> _ f” (Cl);—fﬁ (62) :

co prowadzi do

f@)+ ) =2-f (

vy 2. f"(c) (w—y)* _f'(c) - (x—y)*
2 8 4 |
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