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KOLOKWIUM nr 0, 24.01.2023, godz. 10:15-11:45
Zadanie 1 3. (10 punktéw)
s ()
08(4/15) 3
jest niewymierna.
Rozwigzanie:

Dowies¢, ze liczba
Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zal6zmy, ze liczba logy 5 (18—5> jest wymierna i niech
bedzie ona rowna —m/n, gdzie m, n sa liczbami naturalnymi (zauwazmy, ze jest to
liczba ujemna, bo podstawa logarytmu jest mniejsza od 1, a liczba logaryt-
mowana jest wieksza od 1). Wéwczas otrzymujemy kolejno
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Wykazemy, ze powyzsze rownanie nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych m, n.

Rozktadajac obie strony powyzszej rownosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-
mujemy

Z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pier-
wsze wynika, ze wykladniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych
po obu stronach réwnosci sg réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

3n = 2m
m = n
m = n

Jednak powyzszy uktad réwnan nie ma rozwiazania w liczbach dodatnich m, n, gdyz
dla takiego rozwiazania mielibysSmy

2m=3n>2n=2m,

czyli 2m > 2m, co nie moze by¢ prawda.
Inne rozumowanie: rozwigzujemy uktad réwnan i stwierdzamy, ze jedyne rozwiazanie
rzeczywiste m =n =0 nie jest rozwigzaniem w liczbach naturalnych.

Doszlismy do sprzecznosci z zalozeniem, ze liczba log 5 <%> jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba logy 5 (%) jest niewymierna.
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Uwaga: Poniewaz korzystamy z jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze liczb
naturalnych, btedne jest kazde rozwigzanie oparte na rozktadzie, w ktorym:
e zamiast rozktadu na czynniki pierwsze wystepuje rozktad z potegami pietnastki,
lub
e wystepuja wyktadniki, o ktérych nie wiadomo, czy sa nieujemne.
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Zadanie 14 (10 punktéw)
Niech

f(x)=+x—100-Inz.
Rozstrzygnac, ktora liczba jest wieksza:
f(159998) + f(160 000) ~ —1596.5870688431928

czy
2- f(159999) ~ —1596.5870688431928
Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
1 100
/ f— _—
oraz Ji+d
1 100  —+/2+400
" _ o
(@)= 4-x3/2+ 2 4-x? >0

dla z < 160000, skad wynika, ze funkcja f jest scisle wypukta w przedziale (0, 160 000).
Zatem

f(x);f(y) >f(a:;y) |
czyli

f@)+1w) =2 ()

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych z,y € (0, 160 000)).
W szczegblnosci
£(159998) + £(160000) > 2- f(159999) .

Odpowiedz: Liczba f(159998)+ f(160000) jest wieksza od 2- f(159999).
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Zadanie 19 . (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

2121'n<2n_’_15'2124.

Rozwigzanie:
Dowdd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n < 120.
Dla n <120 zachodza nieréwnosci
212y <2121 120 =211 15 < 2"+ 152124
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 121.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =121 porownujemy lewa i prawg strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=2%.121,
P =221 { 15.9124 — 9121 | 15.8.9121 _ ]9].912!
skad L= P.
2° Niech n > 121 bedzie taka liczba naturalng, ze
21 n 2" 4152121

W celu przeprowadzenia zasadniczej czeéci dowodu indukcyjnego chcemy wykazaé, ze
z powyzszej nieréwnosci wynika nieréwnosé

2121 (n41) <2 4152124

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
oraz z nieréwnosci n > 121 otrzymujemy

L:2121‘(n+1):2121‘n+2121<2n_’_15.2124_’_2121<271_}_15‘2124_{_271:2n+1+15_2124:P7

co konczy dowod indukeyjny.
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Zadanie 1 0. (10 punktéw)
Niech
fla)=Va5—5.

Rozstrzygnac, czy liczba
£(2,1) = f(21/10) ~ 3,30

jest mniejsza czy wicksza od

89 8
—=3+-—-~3,30
27 * 27
Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
f,(CL’> — 5—254
3- (25 —-5)°
oraz 3 8 3. (5 8
() = 20z 50z _ 60z°-(2°=5) 50z

3.(25—5)%"  9-(x5—5  9.(x5—5)P  9.(a5-5"
60x® — 30023 —502%  102®—3002% 1023 (2° —30)
9.-(5—5"%  9.5—5%  9.(x5—5)"
dla z > /30, skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wypukta w przedziale [%7 oo),
zawierajacym przedzial {\5/3_2, oo) =2, 00).

Zatem wykres funkcji f dla x > 2 lezy powyzej prostej stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie odpowiadajacym z=2. Poniewaz f(2)=3 oraz f’(2)=80/27, dla x> 2 zachodzi
nieréwnosé

80-(x—2)
>3+ —F—F
fla) >3+
1 w konsekwencji
80-0,1 8
2,1 —=3+_—_.
f(2,1)>3+ 5 3+27

Odpowiedz: Warto$¢ f(2,1) jest wieksza od 89/27.
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Zadanic 24 . (zadanie dodatkowe)

Funkcja f:R — R jest dwukrotnie rézniczkowalna oraz f”(z)>1 dla kazdej liczby
rzeczywistej x.

Dowiesé, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

flx)+f(y) >f(:v+y)+($—y)2‘

2 2 8
Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje pomocnicza g : R — R okreslong wzorem
2
x
o(r)=fa) -

Wowczas dla kazdej liczby rzeczywistej x otrzymujemy
g (x)=f"(x)—1>1-1=0,

skad wynika, ze g jest funkcja wypukta. Wobec tego dla kazdych liczb rzeczywistych z, y
zachodzi nier6wnos¢

9(x)+9(y) }g(xw) |
2 2
co po wykorzystaniu definicji funkcji g daje kolejno:

fl@) =S+ f(y)-% >f(:r+y) (=)

f(x);rf( ?mtr?ﬁ >f(:v—§y)(fvzy)2’
f(%);rf(y) S $—2Fy)+x21y2_x2+2gy+y2’
f(iv);tf(y) >t x;y)+2x2§2y2_$2+2gy+y2’
f(x);rf(y) >f(w;ry)+x2—2gy+y2’
f(:v);tf(y) >f(:r—2%y)+(ﬂf;y)2’

co nalezalo dowiescé.
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Zadanie 29« (zadanie dodatkowe)
Dana jest taka funkcja f:R — R, ze dla kazdych roéznych liczb rzeczywistych z, y

zachodzi nieréwnosé |

|f($)“f(y)|<‘ﬁijzﬂ-

Udowodni¢, ze funkcja f jest stata.

Rozwigzanie:
Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y oraz dowolnej liczby naturalnej n > max (x, y),
po wykorzystaniu zalozen o funkcji f oraz nieréwnosci trojkata, otrzymujemy:

V@ﬂ—f@NZVﬁﬂ—ﬂnﬂﬁﬁﬂ—f@N<V@ﬁ—f@ﬂ+ﬁﬁﬂ—f@ﬂ<ni

Po ustaleniu z, y i przejsciu z n do 400 otrzymana przed chwila nieréwnosé

@)~ fy)] < !

1

r n—y

n—r n—y
prowadzi do

wobec czego

i w konsekwencji f jest funkcja statg.
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Zadanie 20 . (zadanie dodatkowe)

Dobra¢ takie wartosci parametréw rzeczywistych dodatnich k i b, aby funkcja f okre-

slona wzorem

1—VEkx+1
2
na przedziale [—1/k, b] byta odwrotna do samej siebie.

Rozwigzanie:
Wykresem funkcji f jest fragment krzywej o rownaniu

n 1—+vVkx+1

flz)=a+

2
czyli
1 Vkr+1
e

a to z kolei jest fragmentem krzywej o réwnaniu

1 Vkr+1

y—r— ==
2 2
Obustronne podniesienie do kwadratu powyzszego réwnania prowadzi do
y2+x2+l—xy—y+x: kj+l
4 4 4’

czyli

k
Yy 4ot —ay—y+a- <1—4) =0.
Powyzsze réwnanie bedzie symetryczne ze wzgledu na zamiane x i y, jezeli wspotezynnik

przy x bedzie taki sam jak przy y, co prowadzi do warunku
k
1——=-1
4
spetnionego dla k=S8.

Wobec tego podejrzewamy, ze w zadaniu chodzi o funkcje okreslong wzorem

f(x):x+1_\/§x+1.

Pozostaje wyznaczy¢ przedziat, na ktorym jest ona odwrotna do samej siebie i to
precyzyjnie uzasadni¢ — na razie wiemy tylko, ze wykres funkcji f jest jakim$ fragmentem
pewnej krzywej symetrycznej wzgledem prostej o rownaniu y =z.

Na krzywa okreslong réwnaniem

v+t —ay—y—r=0
sktadaja sie wykresy dwoéch funkeji f,g:[—1/8, o) — R okreslonych wzorami

oo L

14++/8x+1
+f.

oraz

g(z)=x
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Zauwazmy, ze

(o2 e o)

Ponadto funkcja ¢ jest rosnaca (a wiec przyjmuje wartosci > 3/8), natomiast wobec
F(2)=1— 2 <0 dla x<3/8
- Bzr+1| >0 dla >3/8

wnioskujemy, ze funkcja f jest malejaca na przedziale [—1/8, 3/8] i przeksztalca ten
przedziat na siebie.
Zatem wykres funkcji f ograniczonej do przedziatu [—1/8, 3/8] jest okreslony warun-
kami
V4t —ay—y—2=0, x,y<3/8,

a zatem jest symetryczny wzgledem prostej o rownaniu y = .

Odpowiedz: Warunki zadania sa spetnione przez k=8 i b=3/8.

Uwaga: Zauwazmy, ze krzywa o rOwnaniu
v+t —ay—y—r=0

mozemy podzieli¢ na 3 czesci:

e wykres funkcji g na przedziale (—1/8, 0o) — wszystkie punkty na tym wykresie spetniaja
warunek y > 3/8,

e wykres funkcji f na przedziale (3/8, 00) — wszystkie punkty na tym wykresie spetniaja
warunek x > 3/8,

e wykres funkcji f na przedziale [—1/8, 3/8] — sktada sie ze wszystkich punktéw krzywej
spelniajacych warunek x,y <3/8.
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