Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2022/23

KOLOKWIUM nr 9, 10.01.2023, godz. 10:15-11:45

Zadanie 9. (10 punktow)
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
flx)=2*—10-|z+1]
na przedziale [—9, 11] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiggane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

rz+1 dla ze]-1, +00)
o +1] =
—rx—1 dla ze(—o0, —1)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
f() 22—10x—10 dla ze[-1,11]
xTr)=
r?+10z+10 dla ze€[-9, —1)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—9, 11] jest dana wzorem
) 20—10 dla ze(—1,11)
fx)=
2¢+10 dla z€(-9, —1)

W punkcie —1 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej ist-
nienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (—1, 11) réwnanie f’(z)=0 sprowadza sie do réwnania 2x—10=0,
co ma rozwiazanie x =5, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (—1, 11).

2° W przypadku z € (=9, —1) réwnanie f'(x)=0 sprowadza sie do 224+10=0, co ma
rozwiazanie x = —5, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (-9, —1).

Poréwnamy wartosci funkeji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —91i 11,
e miejsca zerowe pochodnej: —51 5,
e punkt, w ktorym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1.

f(=9)=1,
f(=5)=-15,
f(=1)=1,
f(5)==35,
f(11)=1

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza row-
na —35 w punkcie 5, a warto$¢ najwieksza réwna 1 w punktach —9, —1 oraz 11.

Kolokwium 5 -1- Rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2022/23

Zadanie 10, (10 punktéw)

Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

e’ —sinx —cosx — x2

flz)= x?
A dla z=0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy

h : 2
. f(h)—=f(0)  ~e=sinhocosh=ht A ch_ginh—cosh—h?— Ah?
o) — _ h _

e A h = Jiny B '

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0 )
zastosowaé regute de I’Hospitala.
e —cosh+sinh —2h —3Ah?

/ 1
Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone g,
regute de I’'Hospitala.

dla z#0

mozemy wiec po raz drugi zastosowac

h 4 si —2—6A
f’(()):hme +sinh+cosh 6 h'

h—0 12h2

Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz trzeci zastosowaé

0 b
regute de I’Hospitala.
el +cosh—sinh—6A
24h ’
2-64

Przy h— 0 otrzymujemy iloraz ==, co ma postac nieoznaczona % dla A=1/3. Wowczas

mozemy po raz czwarty zastosowac regute de I’'Hospitala.
h .
Sy q.. €' —sinT—cosT
0= iy = 0

1'(0) = lim

Odpowiedz: Funkcja f jest rozniczkowalna dla A=1/3 i wéwcezas f'(0) =0.
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Zadanie 1 1. (10 punktéw)
Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem

f(z)=1In (2°+100) .
Dowies¢, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnos¢

[z —yl
@) = FI< =5~

Rozwigzanie:
Dla x =y dowodzona nierownosé¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f (@)= f) =1 ()l lz =yl
gdzie c jest pewng liczba lezaca miedzy = i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé

1
!/
< —
@<
czyli
2z 1
i g
w2—|—100‘ ~10 ()
Nieréwnosé (#) mozna udowodni¢ réznymi sposobami.
Sposob I:

Z nieréwnosci miedzy Srednimi geometryczng i arytmetyczna otrzymujemy:

2% _i 20z _i \/x2~100<i
224100/ 10 [224100| 10 2100 = q(”
co konczy rozwigzanie zadania.

Sposob I1:
Przeksztatcajac nieréwnosé (#) otrzymujemy kolejno nieréwnosci réwnowazne:
20]x| < x*+100),
0 < 2% —20|z|+100,
0< (|z| —10)*,
co jest oczywiscie prawdziwe, bo kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest nieujemny.

Sposob 111I:

Oznaczajac
2x

9@ = 200
stwierdzamy, ze
;o 2-(x?4100) —42*  2-(100—2?)
@) == 100y (22 +100)°

Stad wynika, ze ¢’(£10) =0, a ponadto ¢'(z) <0, gdy |z| > 10 oraz ¢'(x) >0, gdy |x| < 10.

Wobec tego funkcja ¢ jest ujemna i malejaca na przedziale (—oo, —10], rosnaca na
przedziale [—10, 10] oraz dodatnia i malejaca na przedziale [10, co). W konsekwencji
przyjmuje ona w punkcie —10 wartos¢ najmniejsza, a w punkcie 10 warto$¢ najwigksza.
Poniewaz ¢g(+10) = £1/10, nier6wnos$¢ (#) jest udowodniona.
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Zadanie 1 2. (10 punktéw)
Funkcja g jest funkcja odwrotna do funkcji f:[1, oo) — [1, 00) okreslonej wzorem

flz)=a".
Rozstrzygnaé, czy pochodna ¢'(27) jest mniejsza czy wieksza od 1/50.

Rozwigzanie:
Najpierw obliczamy pochodng funkcji f:

d d d d
! — ~ px_ ~ Jnz® _ 7 wlne _ zlnz 7 .1 — x-lnx.I 1) =2%(1 1) .
f(z) = e 7o e T (x-lnz)=e (lnz+1)=2"-(lnz+1)
Ze wzoru na pochodng funkcji odwrotnej otrzymujemy:
1
/
g (f(z))= ,
(@)=
czyli
/(l'x) _ 1
g 2o (lnz+1)°

Przyjmujac w powyzszym wzore x =3 dostajemy
1 1 1

1
"(27) = < = =—.
920 = 3 3+ 1) ~ B nex1) 2.2 50

Odpowiedz: Liczba ¢'(27) jest mniejsza od 1/50.
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Zadanie 21 . (zadanie dodatkowe)

Liczby wymierne dodatnie a i b spelniaja warunek a® = 2. Dowieéé, ze liczby a i 1/b
sg caltkowite.

Rozwigzanie:
Zapiszmy liczby a i b w postaci utamkéw nieskracalnych o naturalnym liczniku i mia-
nowniku:

a= m , b= s
n
Otrzymujemy wowczas kolejno:
s/t
(2”2
n
n 3
m*=2"n®. (Q)

Dowdd catkowitosci liczby a, czyli réwnosci n=1 (dowdd nie wprost):

Jezeli liczba n jest wieksza od 1, to ma dzielnik pierwszy, oznaczmy go przez p.
Woéwezas prawa strona rownosci (©) jest podzielna przez p, a zatem lewa strona tez
jest podzielna przez p. Skoro jednak liczba m?® jest podzielna przez liczbe pierwsza p,
to takze m jest podzielne przez p, co przeczy zatozeniu, ze liczby m i n sa wzglednie
pierwsze.

Dowdd catkowitosci liczby 1/b:
Skoro wiemy juz, ze n =1, réwnanie (Q) przyjmuje postaé
ms=2". (<)

Stad wynika, ze m jest potega dwdjki o wykladniku naturalnym, powiedzmy m = 2*,
co po podstawieniu do rownania () daje

ks = ot
Wobec tego ks=t, skad k=t/s=1/b jest liczbg caltkowita.
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Zadanic 22 (zadanie dodatkowe)
Dana jest taka funkcja f:R — R, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi

nier6wnosé
f(2) = FW) < J(z—y)*.

Udowodni¢, ze funkcja f jest stata.

Rozwigzanie:
Dla dowolnych liczb rzeczywistych x <y oraz dowolnej liczby naturalnej n oznaczmy
y—x

n

dla i =0,1,2,3,...n. Odnotujmy, ze przy tych oznaczeniach xo =z, x, =y, a ponadto
xr;—x;—1 = (y—x)/n. Tak wiec punkty x; dziela przedzial [z, y] na n przedzialéw rownej
dhugosci.

Korzystajac z nierownosci trojkata oraz z zatozen o funkcji f otrzymujemy:

(@)~ f(y)| = i(fm)—f(xi_m <zi|f<xi>—f<xi_1>| <il¢7 (i —2i1) =

3 Vy—op _ Y- _ -2
= Vnd Vn® vnoo

Udowodnilismy wiec, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x <y oraz dowolnej liczby

naturalnej n zachodzi nieréwnosé
7 (y— )8
V(y—=)

Ti=T+1-

co po ustaleniu z, y i przejéciu z n do 400 daje

|f (@)= f(y)| <0,
wobec czego

[f (@)= f(y)|=0

i w konsekwencji f jest funkcja stala.
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Zadanie 23« (zadanie dodatkowe)
Funkcja f:(—1, co) — R jest zdefiniowana wzorem:

(1+2)"* dla z#0
flz)=
e dla =0
Obliczy¢ f/(0) przyjmujac bez dowodu, ze f jest ciagla.
Rozwigzanie:
Skoro f jest ciggla, to

f1(0)=lim f'(x),

-0
o ile granica po prawej stronie istnieje.
Wobec tego
o)=L s =140 L) = (142 L (1-1n(1 —|—x)> _
dx dx dr \x

:f(m)-<_1-ln(1+x)+1- ! )xzof(())-lim<_1-1n(1+x)+1- ! >:

2 z 14z z—0 \ 12 z 14z

li <_1 In (1+ )+1 ! )
=e¢-lim | —-In T)+—
=0\ 22 r 1+x

oraz

)_1. —(I+z) In(+z)+x _

. (1 1
hm(-ln(l—l—m)—i—- = lim 2 (142)

x—0 IZ T 1+x
1
g ) A z) e gy —n4n) = (4e) 5o+
z—0 1’2 _I_:L.?) 250 2x+3x2

—In(l+a) qu, ~—15 1

= 1m--———F- = — .
v—0 21+ 322 20 2461 2

Odpowiedz: f'(0)=—e/2.
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