Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2022/23

KOLOKWIUM nr 3, 6.12.2022, godz. 10:15-11:45

Zadanie D (10 punktéw)
Obliczy¢ granice (ciagu)
1im< I R, N An+A_2+An+A_1+An+A)
n=o\n2+1 242 n?43 n?+k (n+B)-2 (n+B)’—1 (n+B)’
dla tak dobranych liczb catkowitych dodatnich A i B, aby zadanie miato sens.
Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako
An+A An+A
(n+B)* n?+2Bn+B?’

cata suma przybiera postac
N@)

>

— 1
Loag (1)

gdzie
N(n)=An+A=2Bn+B?, (2)

i w konsekwencji ma N(n) sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie war-
tosci N(n) okreslone réwnaniami (2) musza by¢ réwne (zauwazmy, ze sa one catkowite).
Aby prawa réwnosé (2) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspo6t-
czynniki po obu jej stronach muszg by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu
rownan:
A = 2B
P

Wobec dodatniosci liczb A i B otrzymujemy B =2 i A=4. Wstawiajac te wartosci
do réwnosci (2) otrzymujemy
N(n)=4n+4.

Przystepujac do rozwigzania gtéwnej czesci zadania szacujemy sume (1) obustronnie
zachowujac liczniki i szacujac mianowniki:
4dn+4 k intd L dntd [

D D

= on?+An+4 S Zn2+k S =n?
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gbérnego przy n — +oo, ko-
rzystajac przy tym z obliczonej sumy postepu arytmetycznego:.

4dn+4
> k=(2n+2)-(4n+5).
k=1

Otrzymujemy
An+4 .
S ko _(2n42)-(4n+5) o
o n?+4An+4 n?+4n+4
oraz

— 8.

ko (2n+2)-(4n+5)
n? n?

4dn+4
>
k=1
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Widzimy, ze oszacowania dolne i gbrne daza do tej samej granicy réwnej 8. Korzystajac
z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu wyrazenia jest

rowna 8.
Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=4, B=2 i wéwczas dana w zadaniu granica

jest réwna 8.
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Zadanie 0. (10 punktow)
Dana jest funkcja f: [0, o0o) — R okreslona wzorem

flz)= Va3 +1.
Dowies¢, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé
|f(2) = f)l <|z—y].

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru na réznice szescianow, ktory przy zatozeniu niezrowosci ponizszego
mianownika mozna zapisa¢ w postaci

a—b?
a?+ab+b2"
Przyjmujac a= /23 41> 1 oraz b= /y3+1 > 1, zauwazamy, ze a®>+ab+b>>3>0 1 prze-
ksztatcamy lewsg strone dowodzonej nierownosci:

(@)= F)l =| VT T= 1] =
(& +1) ~ (4 +1) _
(23 + 1) (@ 4+ ) (P 1) (P 1)
_ |2° — 3|
(@341 + (23 +1)2 (B + 1) P (B 1)
[z —y|- (2 +zy+7°)
(@D @+ ) (B )P (1)
22+ ay+1? <z
(23 + 1) (@ + ) (P 1) (P 1)

gdyz na podstawie nieréwnosci

a—b=

_y’7

=lz—yl-

< ($3 + 1) 8
oraz
y<(y*+1) V8
widzimy, ze w wyrazeniu
22+ zy + 9>

<1
(@3 + 1P+ (@341 (P + 1)+ (P4 1)7°
licznik jest mniejszy od mianownika (a przy tym wobec nieujemnosci liczb x i y licznik
jest nieujemny, a mianownik dodatni).
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Zadanie T (10 punktow)
Wyznaczy¢ dziedzine oraz asymptoty funkcji f okreslonej wzorem

f(x)zm.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze nierownoscé
P’ =2" (24+1)>0

jest spelniona dla z € (—oo, —1]U[0, 00) i taka jest dziedzina funkcji f. Poniewaz funkcja f
jest ciggla, a jej dziedzina jest zbiorem domknietym?!, nie ma ona asymptot pionowych.

Przystepujemy wiec do proby wyznaczenia asymptot ukosnych /poziomych o réwnaniu

y=ax+Db.
. f(x) VS +aT o glad+a”
a= lim —== lim — = lim =
r—+o00 r—+00 x r—+00 ;CS

1
= lim {1+-=1.
X

r—-+00

b=_lim (f(@)—az)= lim (Va5 +aT—z)=

T——+00
= lim (e +aT)—a”
Tt (Far a7 ) (Vs taT +02) - (VaEtaT +ad)

7

x
= lim
z—>too (\8/x8—|—a:7+x) : (\4/:1:8+:C7+:1:2) : (\/:(:8+x7+x4)
li !
= lim
et (H1441) (Y14 141) - (J1+1+1)
1 1
(1+1)-(14+1)-(1+1) 8"
W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy ze wzoru
8 _ 48
s°—t
(s+1t)-(s2412)- (s*+14)

s—t=

Wyznaczajac asymptote przy £ — —oo pamietamy, ze w tym przypadku nalezy przyjac
zatozenie x <0, a w konsekwencji z = —|z| = — Va8,

. f(2) . VB 2T Vs + a7
a= lim — = lim ———= lim |—5—=|=
——00 T——00 €T T——00 —v/ 18

1Czyli zawierajacym swoje punkty skupienia. Zbiorami domknietymi sg na przyktad sumy skonczenie
wielu przedzialéw postaci [, d], (—o0, d], [¢, 0).
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8 1 7 1
— lim (—8 v 4'8:” ): lim (— ,8/1+) — 1.
T——00 €T T——00 T

b= lim_(f(z)—ax)= lim (V25T +z)=

T——00

(28 +27) — 28

T e —a) (Vo) (Ve et

. a7 B

T (e —a) (VoS s a) (Vo)
1

ximoo(m_1> (mﬂ) (mﬂ)

xT

:Er_n /8 27 (4/8717 N Eig -
() () (5
1
1 1

T (C1-1)-(1+1)-(1+1) 8"
Tym razem skorzystaliémy ze wzoru
s®—¢8
(s—1t)-(s2+12)- (s*+t4)
przy s= Vit +27>0it=0< 0, a wiec w sytuacji, gdy s—t jest dodatnie, a w konsekwencji
rozne od zera.

s+t=

1
Odpowiedz: Dana funkcja ma w 400 asymptote uko$na o réwnaniu y =z + g’ nar
1
tomiast w —oo asymptote uko$ng o rownaniu y=—x — 3
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Zadanie 8. (10 punktow)
Wyznaczy¢ wszystkie wartosci rzeczywiste parametru a, dla ktérych funkcja f:R—R

okres$lona wzorem
f(x)=ar+Vaz?+1

jest odwrotna do samej siebie.
Rozwigzanie:
Poniewaz f(0)=1 oraz f(1)=a-++/2, funkcja f ma szanse¢ by¢ odwrotna do samej siebie
tylko wtedy, gdy
0= f(f(0)) :a+\/§’

czyli tylko dla a = —+/2.
Wykazemy, ze funkcja f okreslona wzorem

fl@)=—V2-24+Va2+1

jest odwrotna do samej siebie.
Wykres funkcji f jest krzywa? o réwnaniu

y=—V2-24+V22+1,

czyli

y+V2-x=vr2+1. (Q)
7 powyzszego réwnania wynika
y+r=vVar2+ —(ﬁ—l)-x}x/:pz—k —(ﬂ—1>-|x|>\/ﬁ—(\/§—l)-|x|:
= x| (V2-1)-|z|=(2=V2)-|2| >0,

natomiast z podobnego réwnania

o
S
I

|
HIO
+
—_

+ ()

<

dochodzimy do
Y= VT = (VI-1) 2 € VT4 (VI-1)- o] < Va4 (V1) -Ja] =
:—|x|+(\/§—1)-|x|:(\/5—2)-|x|<0.

Podsumujmy:

y+vV2-x=vVal+l = z+y>0

oraz

y+v2-x=—V22+1 = z+y<0,

a wiec w rownaniu

Y+vV2-r=+Va2+1

znak 7"£” jest taki sam jak znak liczby x+y.

27 uzyskanej w dalszej cze$ci rozwiazania postaci réwnania tej krzywej mozna stwierdzié, ze krzywa
ta jest hiperbola. A dokladniej jest jedna galezia hiperboli, podczas gdy druga galaz jest opisywana
przez réwnanie ().
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Idea powyzszych oszacowan jest nastepujaca: W wyrazeniu
+Var2+1-— (\/5—1) T,
ktore jest réwne sumie x + vy, pierwszy sktadnik ma wieksza wartos¢ bezwzgledna niz

drugi, a wiec znak catego wyrazenia (czyli znak x+y) bedzie taki sam jak znak pierwszego
sktadnika, czyli jak znak ”74".

Zatem réwnanie (©) wykresu funkcji f mozna podniesé do kwadratu uzupelniajac
je nieréwnoscia x+y > 0, gdyz nieréwnos¢ ta wymusza, aby pierwiastek byt ze znakiem
plus, a nie minus.

Otrzymujemy kolejno

y2—|—2\/§-xy+2x2:x2+1, z4+y>0
y2+2\/§-xy+x2:1, r+y>0
Z uwagi na symetrie wystepowania x oraz y w powyzszym warunku, wykres funkcji f

jest symetryczny wzgledem prostej o rownaniu y=x, co oznacza, ze funkcja f jest funkcja
odwrotng do samej siebie.

Odpowiedz: Jedyng wartoscig parametru spelniajaca warunki zadania jest a=—+/2.
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