Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2022/23

KOLOKWIUM nr 1, 25.10.2022, godz. 10:15-11:45
Zadanie 1. (10 punktéw)

Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé

382-n<3n+386.

Rozwigzanie:
Dowdd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n <81.
Dla n <81 zachodza nieréwnosci
3%.n<3%.81=3%.31=3% <37+ 3%,
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 82.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =82 poréwnujemy lewa i prawg stron¢ nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=3%.82,
P=3%+43%=3%181.3"=82.3%,
skad L= P.
2° Niech n > 82 bedzie taka liczbg naturalna, ze
3.0 <3"+3%.

W celu przeprowadzenia zasadniczej czesci dowodu indukcyjnego chcemy wykazac, ze
z powyzszej nieréwnosci wynika nieréwnosé

382.(n+1)<3n+1+386.

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnodci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
oraz z nieréwnosci n > 82 otrzymujemy

L=3%(n4+1)=3"-n+3" <3"+3%4+3%<3"+3%+3"=2-3"+3% <
<3_3n+386:3n+1+386:P,

co konczy dowdd indukeyjny.
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Zadanie 2. (10 punktéw)

Dowies¢, ze liczba

10
log 103 <9>

jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowo6d nie wprost. Zalozmy, ze liczba log /3 (%0) jest wymierna
i niech m/n bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy,
ze jest to liczba dodatnia, bo podstawa logarytmu i liczba logarytmowana sa
wieksze od 1). Woéwcezas otrzymujemy kolejno

10
1og(10/3) 9=
<10>m/" 10
3 97

(-5

10™-9" =10"-3™.

s |3

Y

Wykazemy, ze powyzsze rownanie nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych m, n.

Rozktadajac obie strony powyzszej réwnosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-
mujemy
QM. 3F .5 = Q" gm .5

Z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pier-
wsze wynika, ze wykltadniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych
po obu stronach réwnosci sa réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:

m = n
2n = m
m = n

Rozwiazujemy uktad réwnan i stwierdzamy, ze 2n =m =n, skad istnieje jedyne roz-
wigzanie rzeczywiste m =n =0, ktére nie jest rozwigzaniem w liczbach naturalnych.

Doszlismy do sprzecznosci z zalozeniem, ze liczba log /3 <%> jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba log /s (%) jest niewymierna.
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Zadanie e (10 punktow)

Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé
3n < (27 ) "
n 4 )

Sposob I (standardowe rzemiosto):

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =1 mamy

oraz

1
p_<27> _2T_g3
1) "1

Zatem dana w zadaniu nierownos¢ przyjmuje postaé¢ 3 < 6%, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze
3n 27\"
<|— .
( n) & ()
Wykazemy, ze wéwczas zachodzi nieréwnosé
3n+3 27\ "
<|— .
( n+1 ) < 4 > ()
Zauwazmy najpierw, ze lewa strone nieréwnosci (&) mozna zapisaé jako

3n)  (3n)!
n) nl-(2n)"
Przeksztalcajac lewa strone nieréwnosci (<») i korzystajac z zatozenia indukcyjnego (é)

otrzymujemy

I (3n+3) (3n+3)! (3n)!  (3n+1)-(3n+2)-(3n+3)

n+l /) (n+D!-2n+2)! n!-2n)! (n+1)-2n+1)-(2n+2)

() S (o (o

o ile udowodnimy, ze

(3n+1)-(3n+2)-(3n+3) o 27
(n+1)-2n+1)-2n+2) 4~
Nier6wnosé (©) jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
4-(3n+1)-(3n+2)-(3n+3)<27-(n+1)-(2n+1)-(2n+2),
4-(3n+1)-(3n+2)-3<27-2n+1)-(n+1)-2,
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2:(3n+1)-(3n+2)<9-(2n+1)-(n+1),
2-(9n° +9n+2) <9-(2n° +3n+1)
1872 +18n+4 < 1802 +27n+9,
0<9n+5,

a zatem nieréwnos¢ (Q) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.
Tym samym udowodniliSmy, ze dla kazdej liczby naturalnej n z nieréwnosci (&) wy-
nika nier6wnosé ().

Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwno$¢ zostata udowod-
niona dla kazdej liczby naturalnej n.

Sposob II (troche sprytu dla unikniecia ucigzliwych rachunkow):
Postepujemy jak w sposobie I, przy czym nieréwnosé¢ () zapisujemy w postaci
1 2
(”+§)<“+§)<1
(n+3)-(n+1)
Powyzsza nieréwnosé jest prawdziwa, gdyz czynniki w liczniku sa mniejsze od odpo-
wiednich czynnikéw w mianowniku, a poruszamy sie w $wiecie liczb dodatnich.

Sposob III (czysty spryt zamiast indukcyi):
Ze wzoru dwumianowego Newtona otrzymujemy

3n
27%:§”:@+4f"=§:<zj~?”k>(&ﬁ~?nnz<&d.yk
n

k=0 n
Nieréwnos$¢ powyzej wynika z faktu, ze suma liczb dodatnich jest wicksza od kazdego
sktadnika, w tym wypadku sktadnika odpowiadajacego k =n.

Otrzymalismy wigc nieréwnosé
3
2W><”>45
n

ktora jest rownowazna nieréwnosci podanej w tresci zadania.
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Zadanie 4. (10 punktéw)
Podaé¢ dwa przyktady liczb rzeczywistych dodatnich x # 1, dla ktorych liczba

log, <x + \/5)

jest wymierna.
W podanych przyktadach liczbe = nalezy wyrazi¢ wzorem, w ktérym mozna uzywac liczb
catkowitych, czterech dzialan oraz pierwiastkowania (dowolnego stopnia, ale wystarcza
pierwiastki kwadratowe).
W kazdym z przyktadéw nalezy podac¢ wartos¢ log, <x~|— \/5)

Rozwigzanie:
Przyktad I:

Zaktadajac, ze

log,, <x+\/3) =w,
otrzymujemy réwnanie
2 =245, (#)
Wybieramy taka warto$¢ wymierna w, aby$my umieli rozwiazaé rownanie (#) i liczymy
na to, ze znajdziemy rozwiazanie dodatnie. Dla w =2 réwnanie (#) przybiera postaé¢
> =z+5.

Rozwigzujemy powyzsze réwnanie kwadratowe! otrzymujac
1+4/1+4v5
rT=——
2 Y
a poniewaz interesuje nas rozwigzanie dodatnie, przyjmujemy
1+y1+4V5
r=———""—

2

i woéwczas
log,, (:H— \/5) =log,2? =2
jest liczba wymierna.

Przyktad I1:
Postepujemy jak w przyktadzie I przyjmujac w = —1, co prowadzi nas do rownania

t'=2+5
majacego? rozwigzanie dodatnie

V9= VE 36
€= 5 =5

Wowczas
log,, (x + \/5) =log, v '=—1

jest liczbg wymierng.

!Standardowe rachunki sa tu pominiete, ale na kolokwium powinny si¢ znalezé w rozwiazaniu.
2Standardowe rachunki polegajace na rozwigzaniu réwnania kwadratowego sa tu pominiete, ale na ko-
lokwium powinny sie znalez¢é w rozwiazaniu.
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