Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2022/23

Egzamin, 20.02.2023, godz. 9:00-12:50
Zadanie { (ZADANIE SPECJALNE)

Niech f bedzie funkcja okreslong wzorem

3x—2
Obliczy¢ f(2022)(1).
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje f na sume utamkéw prostych:
3r—2 3r—2 A B C

3—4r  (z—-2)-z-(2+2) x—2+z+x+2
3r—2=A-z-(z+2)+B-(x—2)- (x+2)+C-(x—2)-x

Podstawiajac w powyzszej réwnosci kolejno x =2, x=0 i x = —2 otrzymujemy odpo-
wiednio A=1/2, B=1/2, C'=—1. Wobec tego
/2 1/2 1
flz)= -

-2 oz x+2
Po 2022-krotnym zrézniczkowaniu otrzymujemy

f(2022)(x):2022!-< 1/2 +1/2 ! )

(x—2)2023 " 52023 N (2+2)2023

skad

f(2022)(1):2022!.< 2 12 1 ); 2022

(_1)2023 12023 32023 32023 °

Odpowiedz: Wartosé f(2922)(1) jest réwna —2022! /32023,
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Zadanie 8 (ZADANIE SPECJALNE)

Dobrac¢ takie warto$ci parametrow rzeczywistych dodatnich £ i b, aby funkcja f okre-

$lona wzorem
flz)=2z+1—-Vkx+1

na przedziale [—1/k, b] byla odwrotna do samej siebie.
Rozwigzanie:
Wykresem funkcji f jest fragment krzywej o rownaniu

y=x+1—-vkr+1,

czyli
y—r—1=—Vkx+1,
a to z kolei jest fragmentem krzywej o réwnaniu
y—r—1l=xvkr+1.
Obustronne podniesienie do kwadratu powyzszego réwnania prowadzi do
v 4a?+1—-2a0y—2y+2c=kr+1,
czyli
Y 4 — 2wy —2y+x-(2—k)=0.
Powyzsze réwnanie bedzie symetryczne ze wzgledu na zamiane x i y, jezeli wspotczynnik
przy z bedzie taki sam jak przy y, co prowadzi do warunku
2—k=-2

spetnionego dla k=4.
Wobec tego podejrzewamy, ze w zadaniu chodzi o funkcje okreslona wzorem

flz)=z+V4x+1.

Pozostaje wyznaczy¢ przedzial, na ktérym jest ona odwrotna do samej siebie i to
precyzyjnie uzasadni¢ — na razie wiemy tylko, ze wykres funkcji f jest jakims fragmentem
pewnej krzywej symetrycznej wzgledem prostej o réwnaniu y = x.

Na krzywa okreslong rownaniem

v+ a? —2ry—2y—22=0
sktadaja sie wykresy dwéch funkeji f,g:[—1/4, 00) — R okre$lonych wzorami
fx)=z+1—V4zr+1
oraz
glx)=x+1+vVix+1.
Zauwazmy, ze

1 1 3 3 1
1(-)=s(-1)=1 o 1(3)=7
Ponadto funkcja g jest rosnaca (a wiec przyjmuje wartosci > 3/8), natomiast wobec

2 {<0 dla z<3/4

f(a:):l—\/4x+1 >0 dla z>3/4
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wnioskujemy, ze funkcja f jest malejaca na przedziale [—1/4,3/4] i przeksztalca ten
przedzial na siebie.
Zatem wykres funkcji f ograniczonej do przedziatu [—1/4, 3/4] jest okreslony warun-
kami
v At —2ry—2y—22=0, x,y<3/4,
a zatem jest symetryczny wzgledem prostej o réwnaniu y = .

Odpowiedz: Warunki zadania sa spetnione przez k=41 b=3/4.

Uwaga: Zauwazmy, ze krzywa o réwnaniu
v+ a? =20y —2y—22=0

mozemy podzieli¢ na 3 czesci:

e wykres funkcji g na przedziale (—1/4, co) — wszystkie punkty na tym wykresie spetniaja
warunek y > 3/4,

e wykres funkcji f na przedziale (3/4, 00) — wszystkie punkty na tym wykresie spetniaja
warunek x> 3/4,

e wykres funkcji f na przedziale [—1/4, 3/4] — sktada si¢ ze wszystkich punktéw krzywej
speiajacych warunek x,y <3/4.

Egzamin -3 - Rozwigzania zadan specjalnych



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2022/23

Zadanie 9 (ZADANIE SPECJALNE)

Niech
flz)=Va3+5.

Rozstrzygnaé, czy liczba
f(4,08)~ 2,36

jest mniejsza czy wieksza od
f(4)+0,027~ 2,36

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
Pl =
5-(23+5)"°
oraz
() = 6z 36x1 30z (2% 45) 3621

5- (2 +5) 253457 25-(23+5)"° 25 (23457
302* +1502 —362* 150z —6z*  Gz-(25—a?)
25-(#3+5)""  25-(23+5)"°  25-(a3+5)"°

<0

dla z > /25, skad wynika, ze funkcja f jest cidle wklesta w przedziale [\3/ 25, oo), za-
wierajacym przedziat {\3/27, oo) =3, 00), a funkcja f" jest w tym przedziale malejaca.

Zatem wykres funkcji f dla x >4 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie odpowiadajacym x=4. Poniewaz f'(4) < f'(3)=27/80, dla x> 4 zachodza
nieréwnosci

fla) < @)+ F18)- (e a) < a4 8D
1 w konsekwencji
f(4,08) < f(4)+ 27’3(’)0% = f(4)40,027.

Odpowiedz: Wartosé¢ f(4,08) jest mniejsza od f(4)+0,027.
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Zadanie 10 (ZADANIE SPECJALNE)
Udowodnié istnienie liczby rzeczywistej = € (0, 2) speliajacej nieréwnosé
20B . (2202 5 1

Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem

f(ﬂf) — 332023 . (.CE _ 2)2024 ]
Wowczas jej pochodna wyraza sie wzorem
f,(l’) — 2023 . 1'2022 . (I _ 2)2024 + 2024 . I2023 . (I _ 2)2023 .
Poniewaz
f(1)=1 oraz  f'(1)=2023—-2024=—-1+#£0,

funkcja f osiaga w punkcie 1 wartosé 1, ktéra nie jest ekstremum lokalnym (bo f/(1) #0).
W szczegblnosci nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi osiggac
w poblizu jedynki takze warto$¢ wieksza od 1.
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