Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2022/23

Egzamin, 24.02.2023
Zadanie 1 (10 punktéw)

Dowies¢, ze liczba

10
10% (7/100) { =
jest niewymierna.

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowo6d nie wprost. Zatdzmy, ze liczba log ;100 ( ) jest wymierna i niech
bedzie ona réwna —m/n, gdzie m, n sg liczbami naturalnymi (zauwazmy, ze jest to
liczba ujemna, bo podstawa logarytmu jest mniejsza od 1, a liczba logaryt-
mowana jest wieksza od 1). Wéwczas otrzymujemy kolejno

10 m
10g(7/100) I *—*7
(7) 10
100 7
(m) (%)
100 7
(=) -5
7)) \7)°

100™- 7" =10"-7".

Wykazemy, ze powyzsze rownanie nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych m, n.

Rozktadajac obie strony powyzszej rownosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-
mujemy
22m 52m 7n on. 577, 7m
Z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pier-
wsze wynika, ze wykladniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych
po obu stronach réwnosci sg réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:

2m = n
2m = n
n = m

Jednak powyzszy ukltad rownan nie ma rozwiazania w liczbach dodatnich m, n, gdyz
dla takiego rozwiazania mielibysSmy

2m=n=m,
co jednak prowadzi do m =0, a to nie jest liczba dodatnia.

Doszlismy do sprzecznosci z zalozeniem, ze liczba logz /100 (m> jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba 1og 7 10 ( ) jest niewymierna.

Uwaga: Poniewaz korzystamy z jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze liczb
naturalnych, btedne jest kazde rozwiazanie oparte na rozktadzie, w ktorym:
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e zamiast rozktadu na czynniki pierwsze wystepuje rozktad z potegami dziesiagtki,

lub
e wystepuja wyktadniki, o ktérych nie wiadomo, czy sa nieujemne.
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Zadanie 2 (10 punktéw)
Obliczy¢ granice (ciagu)
hm( L2 3 +m+k;+W+An+3A—2+An+3A—1+An+3A)
n—o\n2 41 n242 " n243 n?+k (n+B)*—2 (n+B)’—1 (n+B)’
dla tak dobranych liczb catkowitych dodatnich A i B, aby zadanie miato sens.
Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako
An+3A An+3A
(n+B)’ n?+2Bn+B*’

cata suma przybiera postac
N@)

>

—_ 1
= nP+k’ (1)

gdzie
N(n)=An+3A=2Bn+B?, (2)

i w konsekwencji ma N (n) sktadnikow. Aby zadanie mialo sens, dla kazdego n obie war-
tosci N(n) okreslone réwnaniami (2) musza by¢ réwne (zauwazmy, ze sg one catkowite).
Aby prawa réwnosé (2) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspo6t-
czynniki po obu jej stronach musza by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu
rownan:
A = 2B
{ 3A = B?

Wobec dodatniosci liczb A i B otrzymujemy B=6 i A=12. Wstawiajac te wartosci
do réwnosci (2) otrzymujemy
N(n)=12n+36.

Przystepujac do rozwigzania gtéwnej czesci zadania szacujemy sume (1) obustronnie
zachowujac liczniki i szacujac mianowniki:
12n+36 k 120436 J, 120436

D D D>

S g < -
= n2+12n436 = n?+k = n?’

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gbérnego przy n — +oo, ko-
rzystajac przy tym z obliczonej sumy postepu arytmetycznego:.

12n+36

S k= (6n+18)-(12n+37).

Otrzymujemy
12n+36 .
S : k _ (6n+18)-(12n+37) 70
=1 n?+12n+36 n?+12n+ 36
oraz

120436 | (6n+18)- (12n+37)

— = —T72.
2 2
k=1 T n
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Widzimy, ze oszacowania dolne i gérne daza do tej samej granicy rownej 72. Korzysta-
jac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu wyrazenia

jest rowna 72.
Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=12, B=6 i wowczas dana w zadaniu granica

jest réwna 72.
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Zadanie 3 (10 punktéw)
Dla odpowiednio dobranej liczby wymiernej dodatniej C' udowodnié¢ nieréwnosci

C < arctg 17—arctg 12 < 2-C'.

Rozwigzanie:
Stosujemy twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej do

f(z)=arctg x

1
/ _ .
fz) 241
Otrzymujemy
5)
tg 17 —arctg 12= f'(c)- (17— 12) =
arctg arctg fe)-( ) 211
dla pewnego c € (12,17). Wobec tego
T < arctg 17 —arctg 12 < 12241
czyli
5
290 < arctg 17—arctg 12 < Ta5
1
3 < arctg 17—arctg 12 < 29"

co dowodzi danych w zadaniu nieréwnosci z C'=1/58.
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Zadanie 4 (10 punktéw)
Niech f: (0, +00) — R bedzie funkcja zdefiniowang wzorem
f(x)=vz—3-Inz.
Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wieksza:
f(149)+ f(151) =~ —5,5689  czy  2-f(150)~ —5,5689 7

Rozwigzanie:
Obliczamy kolejno

1 3
/ _
1 3 12-%
f”(l‘):—m—FP: 122 <0 dla x> 144,

skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta w przedziale [144, o).
Wobec tego

f@)+f(y) <x+y>
<
2 / 2
dla dowolnych réznych x,y > 144. W szczegdlnosci dla =149 i x =151 otrzymujemy

11149)211151)<:f<150)7

€O po przemnozeniu przez 2 daje
f(149)+ f(151) < 2- f(150).
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