Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2022/23

Egzamin, 20.02.2023, godz. 9:00-10:30
Zadanie 1 (10 punktéw)

Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

<2n + 3) 4+l
< .
n 3
Rozwigzanie:

Zamierzamy przeprowadzi¢ dowdd indukcyjny.

1° Dla n=1 mamy L= (‘;’) =5 oraz P=4%/3=16/3=53, a zatem dana w zadaniu

nieré6wno$¢ przyjmuje postaé 5 < 5%, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze
<2n~|—3> gn+t
< .
n 3

2n+5 4tz
< .
n+1 3
Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci otrzymujemy po wykorzystaniu zato-
zenia indukcyjnego:
2n+5\  (2n+5)!  (2n+3)!(2n+4)(2n+5)
n+1 (n+D!(n+4)!  nln+1)(n+3)(n+4)

_<2n+3> (2n+4)(2n+5) _4"*1 (2n+4)(2n+5) _ 4t 4nt2

Chcemy wykazaé, ze

(n+1)(n+4) 3 (n+1)(n+4) N R

n

o ile udowodnimy, ze
(2n+4)(2n+5)

(n+1)(n+4)
Powyzsza nieréwnos¢ jest rownowazna kolejnym nieréwnos$ciom
(2n+4)(2n+5) <4(n+1)(n+4)

(n+2)(2n+5) <2(n+1)(n+4)
2 +9n+10<2n2+10n+8
2<n.

Stad wynika, ze implikacje T'(n) = T (n+1), gdzie T'(n) oznacza dowodzona nieréw-
nos¢, udowodnilismy dla n > 2.

Wykonane wczesniej sprawdzenie dla n =1 okazuje si¢ nie mie¢ zwigzku z dowodem
indukcyjnym, a role pierwszego kroku indukcyjnego przejmuje przypadek n = 2:

1° Dla n=2 mamy L= (g) =21 oraz P =4?/3=064/3=21%, a zatem dana w zadaniu
nieré6wno$¢ przyjmuje postaé¢ 21 < 21%, jest wiec prawdziwa.

Po sprawdzeniu nierownosci dla n =2 mozemy podsumowac: Indukcyjnie udowodni-
liSmy nieréwnos¢ dla n > 2, a ponadto wykonaliSmy bezposrednie sprawdzenie dla n=1.
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Uwaga:

Brak swiadomosci koniecznosci sprawdzenia przypadku n = 2 $wiadczy o niezrozumie-
niu mechanizmu indukcji i dyskwalifikuje zadanie jako rozwigzane, a wiec takie rozwig-
zanie musi by¢ ocenione na mniej niz 50% punktéw, czyli co najwyzej 4 punkty.

To samo dotyczy rozwiazania, w ktorym zamiast nier6wnosci (#) uzyto nieréwnosci
ostrej dochodzac do warunku n > 2 i nie podejmujac proby sprawdzenia przypadku n = 3.

Egzamin -2- Rozwigzania zadan otwartych



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2022/23

Zadanie 2 (10 punktéw)
Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem
f(x) =2+ Vat+ 4023 + 44472

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

o' 402 + 44407 = "+ 402° + 4002° + 440” = (27 +20x) + 442”20,

skad wynika, ze funkcja f jest okreslona na catej prostej rzeczywistej. Poniewaz funkcja f
jest ciggla, nie ma ona asymptot pionowych.

Przystepujemy wiec do proby wyznaczenia asymptot ukosnych/poziomych.

. flx) x4+ Va2 44023 + 44422 , 4 ot 44023 + 44422
a= lim ——= = lim = lim 1+ : =
r——+oo T—-+00 x r——+00 €x
= lim 1+ V1+40z-1+44452=2.

b= lim (f(z)—ax)= hm (x—l— \4/x4+40x3+444x2—2x) =

T—-+00 r——+00

= hm (\/x4 4+ 4013 + 44422 — :L')

T—+00

lim (z*+402° + 4442%) — B
r—too (\/m4 4+ 4023 + 44422 + x) (\/x4 4+ 4023 + 44422 + xQ)

~ lim 4023 + 44422 _
o= toe (VaT+ 4025+ 44427 + 2) - (Va+ 4027 + 44422 4 22)
lim 40 + 444271 _
xﬂ+oo(\/1+40x—1+444x—2+1) (VI+400T+444272 +1)

B 40

C(141)-(1+1)

W powyzszych rachunkach skorzystaliémy ze wzoru
st—t4

" (st1)-(s2+12)

=10.

Wyznaczajac asymptote przy x — —oo pamlgtamy, ze w tym przypadku nalezy przy-
ja¢ zatozenie x <0, a w konsekwencji x = —|z| = —Vat,

f(x) x4 Va2 44023 + 44422 . vVt + 4023 4 44422
im = lim 1+ =

CLZIEEHOO x :zafoo x _xlﬂfoo _é/ﬁ
44+ 4023 + 44422
= lim (1—f/x R ): lim (1— V14402 +444772) =0.
T——00 x T——00
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b= lim (f(r)—az)= lim (\4/x4—|—40x3—1—444x2+x) =
, (2 +4023 + 4442%) — 2*
= 1m =
T—==00 ({1/x‘l + 4023 + 44422 — :v) . (\/m4 + 4023 + 44422 + mQ)

. 4023 4 44422
lim "
=00 (\/x4 4023 + 44422 — x) : (\/:c4 4023 + 44422 + x2>
. 4001 + 44422
= lim —

= V2 4023144422 V2 14023+ 44422
a:—>oo( % 4+402°+ = _1). :1:—&—0;32—4— z+1

xT

40271 + 444272

w00 (Va'+40a7+444e® _ 1\ | (va'+40a5+4440? +1
_ Yzt g

o
40271 + 444272

1m 1
T——00 (_\/1 1401+ 44452 — 1) . <\/1 +40x— 1 +44422 + 1)
40
(—1—1)-(1+1)

Tym razem skorzystaliémy ze wzoru

st—t
(5=0) (1)
przy s=val+4023+ 44422 >0 i t =2 <0, a wiec w sytuacji, gdy s—¢ jest dodatnie,
a w konsekwencji rozne od zera.

s+t=

Odpowiedz: Dana funkcja ma w +oo asymptote ukosng o réwnaniu y=2z+ 10,
natomiast w —oo asymptote poziomg o réwnaniu y = —10.
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Zadanie 3 (10 punktéw)
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(z)=2*—10-|x+3]
na przedziale [—7, 13] oraz podaé, w ktorych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

r+3 dla ze[-3,+00)
|z 43| =
—r—3 dla x€(—o00, —3)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
i 22 —10x—30 dla x€[-3,13]
xTr)=
r2+10x+30 dla ze[-T7,-3)
W konsekwencji pochodna funkeji f wewnatrz przedziatu [—7, 13] jest dana wzorem
20 —10 dla z€(-3,13)
fl@)=
2e+10 dla ze€(-7,-3)

W punkcie —3 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej ist-
nienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktérych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku x € (-3, 13) réwnanie f'(z) =0 sprowadza sie¢ do 2z —10=0, co ma
rozwiazanie x = 5, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (—3, 13).

2° W przypadku = € (=7, —3) réwnanie f’(x)=0 sprowadza si¢ do 2x+10=0, co ma
rozwiazanie x = —5, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—7, —3).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —7 1 13,
e miejsca zerowe pochodnej: —51 5,
e punkt, w ktéorym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —3.

f(=1)=9,
f(=5)=5,
f(=3)=9,
f(5)=-55,
F(13)=9

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga warto$¢ najmniejszg réw-
ng —55 w punkcie 5, a warto$¢ najwiekszg rownag 9 w punktach —7, —3 oraz 13.
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Zadanie 4 (10 punktéw)
Dowies¢, ze dla kazdej liczby rzeczywistej = € (0, 1) zachodzi nieréwnosé
2" <z+1.

Rozwigzanie:
Oznaczmy f(z)=2" oraz g(x) =x+1. Wowczas

f(z)=2"1In2

oraz'
f(x)=2"-(In2)*>0

skad wynika, ze funkcja f jest funkcjg wypukla.

Poniewaz f(0)=g¢(0)=1 oraz f(1)=g(1)=2, prosta bedaca wykresem funkcji linio-
wej g jest sieczna wykresu funkcji f wyznaczong przez punkty odpowiadajace x =0
i x=1. Odcinek tej prostej zawarty miedzy tymi punktami jest wiec cieciwa wykresu
funkcji f, a skoro f jest wypukla, to lezy on powyzej wykresu.

Zatem f(x)<g(x) dla z € (0, 1), co nalezato udowodnic¢.

'Mozna tez zauwazy¢, ze f jest funkcja rosnaca i stad wywnioskowaé wypuklosé funkeji f bez liczenia
jej drugiej pochodnej.
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Zadanie O (ZADANIE DODATKOWE)
Obliczy¢ sume szeregu
> 1
g 2n—1)-(2n+1)-(2n+3)

Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A, B i C, ze
1 A N B N C
(2n—1)-(2n+1)-(2n+3) 2n—1 2n+1 2n+3°
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (2n—1)-(2n+1)-(2n+3) otrzymujemy
1=A-2n+1)-(2n+3)+B-(2n—1)-2n+3)+C-(2n—1)-(2n+1).
Dlan=1/2 otrzymujemy A=1/8, dlan=—1/2 otrzymujemy B = —1/4, natomiast przy-
jecie n=—-3/2 daje C'=1/8.
Zatem N-ta suma cze¢sSciowa danego szeregu wyraza si¢ wzorem
N N
1 1/8 1/4 1/8
- (s s )
—(2n—1)-(2n+1)- (2n+3) n—1 2n+1" 2n+3

(-3 (-2 (i—§+$>+

1 2 1 1
(2]\7 7 2N-5 2N 3)+<2N 5 2N 3 2N—1>+

| 9 1
+(2N—3_2N—1 2N+1) ( 2N+1+2N+3>)—

1 (1 N N >
-8 3 2N+1 2N+3
co przy N dazacym do +oo zbiega do 1/12.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 1/12.
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Zadanie © (ZADANIE DODATKOWE)
Obliczy¢ granice (ciagu)

2

14+2)"
lim Q ]
n—oo en
Rozwigzanie:
Obliczymy granice funkcji
IQ
lim Q — Qim ® M (1+3) e _ ¢ zLOO( In(145)-2) .
T—o0 er T—00

Po podstawieniu x =1/t otrzymujemy
1 In(1+¢) 1 In(1+¢)—t 1
T—00 x t—0+ 2 t

co mozemy wyliczyé? korzystajac dwukrotnie z reguty de I'Hospitala lub ze wzoru Tay-
lora.

Odpowiedz: Dana w tresci zadania granica ma warto$¢ 1/4/e.

2Tutaj rachunki pomijamy, ale w rozwiazaniu musza sie znalez¢.
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