Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2021/22

298. Dla funkcji f: (0, oo) — R okredlonej wzorem f(x)=2? wskazaé¢ odpowiednie
liczby rzeczywiste dodatnie x, y i udowodnié¢ nieréwnosé

|[f(x) = f(y)| > 100z —y].
Rozwigzanie:
7 rownosci
()= f)|=|a* —y’| = (x+y)- |z —y
wynika, ze warunki zadania spetnia dowolna para réznych liczb rzeczywistych dodatnich

x, y spelniajacych warunek
x4y >100.

Mozemy wiec wskaza¢ x =50, y=>51.

1
299. Dla funkcji f: (0, c0) — R okreslonej wzorem f(x)= — wskaza¢ odpowiednie
x

liczby rzeczywiste dodatnie x, y i udowodni¢ nier6wnos¢
|f(x) = f(y)| > 100z —y].
Rozwigzanie:

7, rbwnosci
1 1 1

@)= S =| ;== o=y

wynika, ze warunki zadania spetnia dowolna para réznych liczb rzeczywistych dodatnich
x, y spetniajacych warunek

1
— >100,
xy
czyli

1
Y < —.

Mozemy wiec wskaza¢ ©=1/10, y=1/11.

300. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
flz)=Va2+108.
Dla wybranych przez siebie liczb rzeczywistych x, y udowodni¢ nieréwnosé
[f (@)= f(y)|>0,6-[z—yl|.

Rozwigzanie:

Zastosowanie wzoru na roznice kwadratow prowadzi do
2,2
|z° — o] _ |+
|z —y]

x)— = = . :
(=)= 1) Va2 +1084+/y?>+10% Va?+108+/y?>+ 108
Dana w tresci zadania nieréwnos¢ bedzie spetniona, jezeli x # y oraz

|z +y
0,6. 1
Va2 +108 4 /424108 W
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Dla uzyskania nieréwnosci (1) wystarczy przyjaé, ze = i y sa réznymi liczbami rzeczywi-
stymi dodatnimi spetliajacymi warunki

z>0,6-v22+ 108 (2)
y>0,6-\/y2+108. (3)

Przeksztalcanie nieréwnosci (2) prowadzi (przy zatozeniu dodatniodci ) do nieréwnosci
rownowaznych:

oraz

2 >0,6%-2°40,6%-10%,
0,64-2%>0,36-10°,
$2>0,36~108

0,64
x2>36-108
64
6-10*
g
3-10*

)

x> 7500.

x>

Analogicznie nier6wnos¢ (3) jest réwnowazna nieréwnosci y > 7500.

Dana w treéci zadania nieréwno$é jest wiec prawdziwa dla dowolnych réznych liczb
rzeczywistych x, y wiekszych od 7500, np. dla z =7501 i1 y = 7502.

301. Dana jest taka funkcja f:R—R, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi

nieréwnos¢é
[f(x) = f(y)| <10- [z —y],
a dla kazdych liczb rzeczywistych x, y spetniajacych warunek |z —y| > 10 zachodzi nie-
rOWNosé
[f (@)= fy)l <|z—yl.
Dowies¢, ze
|£(6) = f(0)| <50.

Rozwigzanie:
Teza zadania wynika z nastepujacych nieréwnosci, wykorzystujacych nieréwnosé trojkata
oraz zatozenia o funkcji f:

|£(6) = f(0)|=1f(6) = f(10)+ f(10) = f(O)[ < [f(6) — f(10)[+[f(10) = f(O)| <
<10-16—10|+]10—-0/=40+10=50.
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302. Dana jest funkcja f:R — R speliajaca warunki
|f(z)—f(y)|<10-|z—y| dla dowolnych z,y € R

oraz

|f(z+5)— f(x)]| <5 dla dowolnego x € R.
Udowodni¢ jedna z nastepujacych dwdch nieréwnosci:
|f(8)— f(0)] <35, (wersja latwiejsza)
|f(8)— f(0)]<30. (wersja trudniejsza)

Rozwigzanie:

Wersja tatwiejsza
Na mocy zatozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

F(5)— F(0)| <5
oraz
|f(8) = f(5)[<10-[8=5|=
Korzystajagc z nieréwnosci trojkata oraz z powyzszych dwoch nieréwnosci otrzymujemy
f(8) = f(0)[ = |(F(8)=f(5)) + (£(5)=f(0)) | < IS (8)—F(5)| +|f(5)—F(0)| <30+5=35,
co konczy rozwigzanie zadama.

Wersja trudniejsza
Na mocy zatozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

1f(5) = F(O)[ <5,
|£(10) = f(5)[ <5

oraz
|f(8)— f(10)] <10-[8—10| =
Korzystajac z nierownosci tréjkacta oraz z powyzszych trzech nieréwnodci otrzymujemy
1£(8) = FO)|=[(£(8)=F(10)) + (F(10)=F(5)) + (£(5) = f(0))| <
<|f(8 ) (10)|+|f(10) FO)+1fG)=f(0)]<20+5+5=30,

co konczy rozwiazanie zadania.
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303. Dana jest funkcja f:IR — R speliajaca warunki
|f(z)—f(y)|<10-|z—y| dla dowolnych z,y € R

oraz
|f(z4+10)— f(z)| <10 dla dowolnego z € R.

Udowodni¢ jedna z nastepujacych dwdch nieréwnosci:
|f(17)— f(0)| <80, (wersja latwiejsza)
|f(17)— f(0)| <50. (wersja trudniejsza)

Rozwigzanie:

Wersja tatwiejsza
Na mocy zatozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

|£(10) = f(0)[ <10

oraz

|f(17)— f(10)| <10-|17—10| =
Korzystajac z nierownosci tréjk@ta oraz z powstzych dwoch nieréwnosci otrzymujemy
FA7) = FO) =|(f17) = £(10)) + (f(10)=£(0)) | <
< |f(17) f(10)] —|—|f(10) f(0)|<70+4+10=280,
co konczy rozwiazanie zadania.

Wersja trudniejsza
Na mocy zalozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

| £(10) = f(0)|< 10,
| £(20) — £(10)] <10

oraz

|F(17) = £(20)] < 10-[17—20| =
Korzystajac z nieréwnosci tréjkata oraz z powyzszych trzech nieréwnosci otrzymujemy
A7) = FO) =[(fA7)=£(20)) + (£(20) £ (10)) + (£(10) £ (0))] <
< |f(17) (20)I+ |f(20) fA0)[+f(10)—f(0)[ <30+10410=50,

co konczy rozwigzanie zadania.
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304. Dana jest taka funkcja f:R — R, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y

spetniony jest warunek
[f(2) = fy)l < (@—y)*.

Dowies¢, ze wowcezas f jest funkcjg stata.
Rozwigzanie:
Ustalmy dowolne liczby rzeczywiste z, y. Dla dowolnej liczby naturalnej n przyjmijmy

to=x, t1= x+y;, to=x4+2- y;’ ts=x4+3" 7, ty=x+4- y—x’
n n n n
—T — —

. tn_2:$+(n—2)'y : tn_1:x+(n—1)-L, tn:x+n-y
n n n

Powyzsze punkty dziela odcinek osi liczbowej od x do y na n rownych czesci.
Wowczas na mocy zatozenia o funkeji f zachodza nieréwnosci

If(to)—f(t1)|<(to—t1)2=(y_x> _ o=y’

n n?

\f<t1>—f<t2>\<<t1—t2>2=(y“’“") _ o=y’

Korzystajac z nierownosci trojkata oraz z powyzszych nieréwnosci otrzymujemy
|f (@)= f(y)|=
=[(f (o) = f (#1)) + (f (£2) = F () + (f (t2) = f (E3)) + .. 4+ (f (tn1) = F ()] <
<[ (o) = f ()| +1f (G) = f (E) |+ [f (2) = f (E3)[+ . 1S (Ena) = F ()| <

(x—y)sz(fC—y)2 (v — )2+ s y)?’ _(@—y)?

<
Otrzymalidémy wiec nieré6wnosé

[f(x) =)l <

prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej n. Poniewaz lewa strona tej nieréwnosci jest
nieujemna i nie zalezy od n, a prawa moze osiaga¢ dowolnie mate wartosci dodatnie,
otrzymujemy |f(z)— f(y)| =0. Stad wynika, ze f(z)= f(y), a w konsekwencji f jest
funkcja stalq.

(x—y)?
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W kazdym z ponizszych 10 zadan dla podanej liczby a podaj taka liczbe b, ze funkcja
f:R— R okreslona wzorem
f(z) = ale| +ba

spetnia dla kazdej liczby rzeczywistej  réwnosé f(f(z)) =, czyli jest odwrotna do samej
siebie.

305. a=1, b=—v2 306. a=—1, b=—v2
307. a=2, b=—5 308. a=-2, b=—5
309. a=3, b=—+10 310. a=-3, b=—+10
311. a=3/4, b=-5/4 312. a=-3/4, b=-5/4
313. a=4/3, b=-5/3 314. a=-4/3, b=-5/3
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315. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
fx)=a- {22} +b-{22}* +c- {a},
gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.
W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f

zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciggta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=-1, ¢c=0 b) a=-2, b=2, ¢=0
¢) a=NIE, b=NIE, c=3 d)a=2, b=-2, c¢=0
e)a=-3, b=3, ¢c=0 f) a=NIE, b=NIE, c¢=5

316. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem

(@) :a-{2x}+b-{x}+c-{x—l—;},

gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.

W kazdym z podpunktéw uzupeinij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=-1, c¢=-1 b)a=-2, b=2, c¢=2
c)a=-3, b=3, c=3 d)a=4, b=—4, c=-4
e)a=-5, b=5 c=5 f) a=—6, b=6, c=6

317. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
ar?’+br+c dla  x<0
{ dr+e dla 0<x<1
ar’+br+c dla 1<z
W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byla ciggta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

fx)=

a)a=1, b=2, ¢=3, d=3, e=3
b)a=1, b=2, ¢=NIE, d=4, e=NIE
c)a=1, b=3, ¢c=5 d=4, e=5
d)a=2, b=7 ¢c=8, d=9, e=8
e)a=6, b=7 ¢=10, d=13, e=10
f) a=6, b=3, ¢=8, d=9, e=8
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318. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
flo)=a-{z}+0-3),
gdzie {z} oznacza czes¢ utamkowa liczby x, a w drugim sktadniku wyrazenie {z} wyste-
puje w wykladniku potegi o podstawie 3.
Wyznaczyé¢ wszystkie pary parametréw rzeczywistych (a, b), dla ktérych funkcja f
okreslona powyzszym wzorem jest ciggla.
Rozwigzanie:

Funkcja f zalezy od {x}, jest wiec okresowa z okresem 1. Ponadto f jest ciagla we
wszystkich punktach niecatkowitych. Pozostaje zbadaé ciagtos¢ funkeji f w punktach
catkowitych, a wobec jej okresowosci, wystarczy zbadaé ciggtos¢ w punkcie 1.

Poniewaz

lim f(x)=a+3b

r—1—
oraz

lim f(x)=f(1)=b.

z—1t
funkcja f jest ciggta wtedy i tylko wtedy, gdy
a+3b=0,

czyli
a=—2b.

Odpowiedz: Funkcja f jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy a = —2b.

319. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem

f(x):a~{2x}—|—b-{2x+1}+c~{x}+d-{x—i—;} ,

gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.

W kazdym z podpunktéw uzupelnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=2, ¢=-3, d=-3

b) a= -5, b=2 ¢=3, d=3

c¢) a= NIE, b= NIE, c¢=3, d=4
d)a=2 b=3, ¢c=-5 d=-5
e)a=-9, b=3, ¢c=6, d=6

f) a= dowolne, b= —6-a, ¢=6, d=6

320. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
f(a)=a{2}’ +b{a}* +c{a} +d,

gdzie {x} oznacza czes¢ utamkowsq liczby z.
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W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujaca liczbe tak, aby funkcja f zdefiniowana
powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczba o zadanej wlasnosci
nie istnieje.

a)a=-5 b=2 ¢=3, d=4

b)a=1, b=-4, c¢=3, d=4

c)a=1, b=2, ¢=-3, d=4
d)a=1, b=2, ¢=3, d=NIE

321. Wyznaczy¢ wszystkie pary parametréw rzeczywistych (a, b), gdzie a <b, dla
ktérych funkcja f:IR — R okreslona wzorem

4 dla z<a
flz)= { |22 =5 dla a<x<b
4 dla b<zx
jest ciagla.
Rozwigzanie:
Oczywiscie funkcja f jest ciggta w kazdym punkcie réznym od a i b.
Ponadto
o fla)=4
oraz

fla)= lim+f(:z) = ’a2—5

r—a

Y

skad wynika, ze funkcja f jest cigglta w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy

4= ‘a2 — 5‘ .
Przeksztalcanie powyzszego rownania prowadzi kolejno do
a’—5==14,
a’*=5+4,
skad a € {-3, —1, 1, 3}.
Podobnie
lim f(x)=[v* 5|
oraz

f(b) = lim fa) =4,
skad wynika, ze funkcja f jest ciggta w punkcie b wtedy i tylko wtedy, gdy
4=[>-5

Y

czylibe {-3, -1, 1, 3}.
Zatem funkcja f jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy a,be {—3, —1, 1, 3}, co w pota-
czeniu z warunkiem a < b prowadzi do szeciu par (a, b) spetiajacych warunki zadania.

Odpowiedz: Warunki zadania sa spetnione przez pary (=3, —1), (=3, 1), (=3, 3),
(-1, 1), (-1, 3), (1, 3).
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W kazdym z pieciu ponizszych zadan podaj takie liczby rzeczywiste a < b, aby funkcja
f:R— R okreslona podanym wzorem byta ciggta.

logy (#2+7) dla  z<a

322. f(x)—{ 3 dla a<z<b a= —1, b= 1.
logy (#247) dla  b<=z
log, (z2+7) dla z<a

323. f(x):{ 4 dla a<z<b a= —3, b= 3.
log, (z2+7) dla  b<=z
logy (z2+7) dla z<a

324. f(x):{ 5 dla a<z<b a= —5, b= 5.
logy (#2+7) dla  b<=z
logy (#2+7) dla z<a

325. f(x):{ 6 dla a<z<b a= —V>57, b= Vv5T7.
logy (#247) dla  b<=z
log, (z2+7) dla z<a

326. f(a:):{ 7 dla a<z<b a= —11, b= 11.
logy (#247) dla  b<=z

327. Podaé wszystkie trzy pary parametrow (a, b), gdzie a <b, dla ktérych funkcja
f:R—R okre$lona wzorem

3 dla a<z<b
z dla b<zx

z dla r<a
-]

jest ciagta.
a=-1, b=0 a=-1, b=1 a=0, b=1

328. Podaé¢ wszystkie sze$¢ par parametrow (a, b), gdzie a < b, dla ktérych funkcja
f:R— R okreslona wzorem

6 dla z<a
f(x)—{|x2—10x+15| dla a<z<b
6 dla  b<=z
jest ciagla.
a=1, b=3 a=1, b="7 a=1, b=9
a=3, b="7 a=3, b=9 a="T7, b=9
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W kazdym z pieciu ponizszych zadan podaj takie liczby rzeczywiste a < b, aby funkcja
f:R— R okreslona podanym wzorem byta ciggta.

329.

22
330. )
x
331. )
x
flz)= {x%;2
332. )
f(x)= {x~|—6
2
333. )
x
flz)= { 2

dla r<a
dla a<xz<bd
dla b<z
dla r<a
dla a<xz<b
dla b<zx
dla r<a
dla a<<z<bd
dla b<z
dla r<a
dla a<x<b
dla b<zx
dla r<a
dla a<<z<bd
dla b<z

a= —1,
a= 0,
a= —1,
a= —2,
a= 0,

W kazdym z trzech ponizszych zadan podaj takie trzy pary liczb rzeczywistych a <b,
aby funkcja f:R — R okreslona podanym wzorem byla ciggla.

3 dla
334. f(z)=

3 dla

28 dla
335. f(z)={ 642% dla

28 dla

22 dla
336. f(r)={ 6423 dla

2?  dla

Lista 9R

r<a

64dr dla a<<z<b

b<zx

r<a
a<z<b

b<zx

r<a
a<z<b

b<z
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a= —8,
a= —8,
a= 0,

a= —2v2,
a= —2v2,
a= 0,

a= —2,
a= —2,
a= 0,
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W kazdym z ponizszych zadan podaj wartosé¢ granicy funkcji lub granicy niewtasciwe;j
+00 =00 albo —oco. Wpisz literke R, jesli nie istnieje granica ani granica niewtasciwa.
Mozesz wykorzysta¢ granice

) 1\*
lim (1—}—) =e.
T—00 x

337. xh_%l+ log(mig)x: —0o0 338. xh_%h log(\/ﬁ%)x: 400

339. lim log(m%)x: +00

Tr——+00

340. lim log(\/ﬁf?))a:: —00

r——400

341. lim (x/ﬁ—f&)x: oo 342. lim (\/1_3—3>x: 0

r——+00 rT—+00

343. lim (\/1_7—3)93: 0 344. lim (\/1_3_?)):5: oo

r——00 T——00

345. lim arctgr = /2 346. lim arctg2x = =/2

r——+00 r——+00

347. lim arctg<\/17—4>:13: /2

Tr——+00

348. lim arctg <\/ 13— 4> T= —7)2

TrT—+00
. Vr—4 . x—64
349. lim ———= 1/48 350. lim ———= 16
z—64 1 — 064 x—64 /1 — 8
3
) xr—4 ) 1/x
351. lim L: 1/3 352. lim 2°" = 4oo
r—64 \/5_8 7—0+
. 1/z . 1/x
353. lim 227 = 1 354. lim 2% = o
x—07 T—+00
355. lim 22 = 4o 356. lim 22 = o
r—0F r—0"
357. lim 2% = 4
r—-+00

358. lim {log,x}= 1

r—16—

360. lirlréi{logga:}: 1/3
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359. mEl;IéJr {log,z}= 0
361. xlirfé {loggz}= 1/3
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r——+00

i 2\*
362. lim <1+> = ¢?
s

1\ (@+4)”
364. lim <1+>

e* 365.
T—+00 x?
(x+256)"
366. lim |1+ — =
T——+00 xt

367. lim 2°° =32

r——00

369. lim 4% =64

r——00

370. lim (log, (x+32)—log, (z+4)) =0

T—+00

371. lim (log2 (32z+1) —log, (x+4)> =5

T——+00

372. lim (log, (32x+1) —log, (4z+1)) =3

T—+00

1 \/4I2+1
373. lim (1 + ) =2
X

T——+00

1 ) VAaz2+1

375. lim (1 + —
4x

T—+00
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rT—+00

1 (x+27)"
i (1)

r——+00 T

3 X
363. lim <1+> = ¢
xr

368. lim 32 =9

T——00
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