Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2021/22

Zadania do omdéwienia na éwiczeniach
w poniedziatek 6.12.2021 i wtorek 7.12.2021.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed éwiczeniami !!!

298. Dla funkcji f: (0, oo) — R okreélonej wzorem f(x)=2? wskazaé¢ odpowiednie
liczby rzeczywiste dodatnie x, y i udowodnié¢ nieréwnosé

[f(x) = f(y)| > 100z —y].

1
299. Dla funkcji f: (0, oo) — R okreslonej wzorem f(z) = — wskaza¢ odpowiednie
x

liczby rzeczywiste dodatnie z, y i udowodni¢ nieréwnosé¢

|f(z) = f(y)]>100- |z —yl.

300. Dana jest funkcja f:IR — R okreslona wzorem
flz)=vVax24+108.

Dla wybranych przez siebie liczb rzeczywistych z, y udowodni¢ nieréwnosé
|f(x) = f(y)]>0,6-]x—y|.

301. Dana jest taka funkcja f:R—R, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi
nieréwnosé
|f(z) = f(y)] <10- ]z —yl,
a dla kazdych liczb rzeczywistych z, y spelniajacych warunek |z —y| > 10 zachodzi nie-
rOwnosé
[f (@)= fy)l <|z—yl.
Dowiesé, ze

|£(6) = f(0)| <50.

302. Dana jest funkcja f:R — R speliajgca warunki
|f(z)— f(y)|<10-|x—y| dla dowolnych z,y € R

oraz
|f(z+5)— f(x)| <5 dla dowolnego z € R.

Udowodni¢ jedna z nastepujacych dwoch nieréwnosci:
|f(8)— f(0)] <35, (wersja latwiejsza)
1f(8)—f(0)]<30. (wersja trudniejsza)
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303. Dana jest funkcja f:IR — R speliajaca warunki
|f(z)—f(y)|<10-|z—y| dla dowolnych z,y € R
oraz
|f(x+10)— f(x)| <10 dla dowolnego z € R.
Udowodni¢ jedna z nastepujacych dwdch nieréwnosci:
|f(17)— f(0)| <80, (wersja latwiejsza)
|f(17)— f(0)| <50. (wersja trudniejsza)

304. Dana jest taka funkcja f:R — R, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y
spetiony jest warunek

(@)= f)l < (z—y)*.

Dowies¢, ze wowcezas f jest funkcja stata.

W kazdym z ponizszych 10 zadan dla podanej liczby a podaj taka liczbe b, ze funkcja
f:R— 1R okreslona wzorem
f(z) = ale| +ba

spelnia dla kazdej liczby rzeczywistej = réwnos¢ f(f(x))=u=z, czyli jest odwrotna do samej
siebie.

305. a=1, b= ... . ... 306. a=-—1, b= ............
307. a=2, b=............ 308. a=-2, b= ... ... . ...
309. a=3, b= ............ 310. a=-3, b= ... .........
311. a=3/4, b= .......... 312. a=-3/4, b= ..........
313. a=4/3, b= .......... 314. a=-4/3, b= ..........
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315. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
fx)=a- {22} +b-{22}* +c- {a},
gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.
W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f

zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciggta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=........ , C= ... b)a=........ , b=2, c=........
c)a=........ , b= ... , ¢=3 d)a=2, b=........ , C=
e)a=........ , b=3, c=........ fa=........ , b= ... ... , ¢=5

316. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem

(@) :a-{2x}+b-{x}+c-{x—l—;},

gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.

W kazdym z podpunktéw uzupeinij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=........ , C= . b)a=........ , b=2, c=........
c)a=........ , b= ... ... , ¢=3 d)a=4, b=........ , C= .
e)a=........ , b=b, c=........ f)a=........ , b=.... ... , ¢c=06

317. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
ar’+br+c dla <0
{ dr+e dla 0<x<1
ar’+br+c dla 1<z
W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byla ciggta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

fx)=

a)a=1, b=2, ¢=3, d=...... ... ... ... N
b)a=1, b=2, c=......... . ... ,od=4, e= ...
c)a=1, b= ....................... S T , d=4, e=5
d)a= ... , b=T7, ¢=8, d=9, e=.......................
e)a=06, b=T, c=..... ... ... A= , e=10
f)a=6, b= ......... ... , c=8, d=9, e= ... ...
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318. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
flo)=a-{z}+0-3),
gdzie {z} oznacza czes¢ utamkowa liczby x, a w drugim sktadniku wyrazenie {z} wyste-
puje w wykladniku potegi o podstawie 3.
Wyznaczyé¢ wszystkie pary parametréw rzeczywistych (a, b), dla ktérych funkcja f
okreslona powyzszym wzorem jest ciggla.

319. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem

f(x):a~{2x}+b~{2x+1}+c~{x}+d~{x—i—;},

gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.

W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=2, c=..... ... oA=L
b)a=....... ... , b=2, =3, d=... ... ... ...
C) A= .. i L b= , ¢=3, d=4
d)a=2, b=3, c=... .. oA=L
€) A= it , b=3, ¢c=6, d=........ ...
fa= ... s b= , ¢c=6, d=6

320. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
fl@)=a{z}* +b{a}* +c{a}+d,
gdzie {x} oznacza cze$é utamkowsq liczby z.
W kazdym z podpunktow uzupetnij brakujaca liczbe tak, aby funkcja f zdefiniowana

powyzszym wzorem byta ciggta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczba o zadanej wlasnosci
nie istnieje.

A) (0 ottt , b=2 ¢=3, d=4
D) a=1, b= , ¢=3, d=4
C) a=1, D=2, = , d=4
d) a=1, b=2, =3, d= .

321. Wyznaczy¢ wszystkie pary parametréw rzeczywistych (a, b), gdzie a <b, dla
ktérych funkcja f: R — R okreslona wzorem

4 dla z<a
f(x):{|x2—5| dla a<z<b
4 dla  b<z
jest ciggla.
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W kazdym z pieciu ponizszych zadan podaj takie liczby rzeczywiste a < b, aby funkcja
f:R— R okreslona podanym wzorem byta ciggta.

logy (#2+7) dla  z<a

322. f(x)—{ 3 dla a<z<b a=......... , b=......... :
logy (#247) dla  b<=z
log, (z2+7) dla z<a

323. f(x):{ 4 dla a<z<b A= ......... , b=......... :
log, (z2+7) dla  b<=z
logy (#2+7) dla z<a

324. f(x):{ 5 dla a<z<b A= ......... , b=......... :
logy (#247) dla  b<=z
logy (#2+7) dla z<a

325. f(x):{ 6 dla a<z<b A= ......... , b=......... :
logy (#247) dla  b<=z
log, (z2+7) dla z<a

326. f(a:):{ 7 dla a<z<b a=......... , b=......... :
logy (#2+7) dla  b<=z

327. Podaé wszystkie trzy pary parametrow (a, b), gdzie a <b, dla ktérych funkcja
f:R—R okre$lona wzorem

3 dla a<z<b
z dla b<zx

z dla r<a
-]

jest ciagta.

328. Podaé¢ wszystkie sze$¢ par parametrow (a, b), gdzie a < b, dla ktérych funkcja
f:R— R okreslona wzorem

6 dla z<a
f(x)—{|x2—10x+15| dla a<z<b
6 dla b<x
jest ciagla.
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W kazdym z pieciu ponizszych zadan podaj takie liczby rzeczywiste a < b, aby funkcja
f:R— R okreslona podanym wzorem byta ciggta.

329.
2?2 dla  zx<a
f(x)—{l dla a<z<b A= oo : b= i,
2?2 dla  b<z
330.
2?2 dla  z<a
f(a:):{ac dla a<zx<b A= oo : b= i,
2?2 dla  b<z
331.
z?  dla r<a
f(x):{x+2 dla a<z<b A= iiiiiiann. , b= iierirnnn.
2?2 dla  b<z
332.
x?  dla r<a
f(a:):{x+6 dla a<z<b A= iieiiienns , b= i,
2?2 dla  b<z
333.
2?2 dla r<a
f(x)z{?x dla a<z<b A= oiiveinn : b= i
2?2 dla  b<z

W kazdym z trzech ponizszych zadan podaj takie trzy pary liczb rzeczywistych a <b,
aby funkcja f:R — R okreslona podanym wzorem byla ciggla.

2 dla z<a = i , b= s
334. f(x)={ 64z dla a<z<b A= iiirinienn : b= i
z®  dla b<z = ierreernnnnn. , b= .
2 dla z<a A= corerrrrnnnn. , b= s
335. f(r)=< 642 dla a<z<b S : R
2® dla b<w A= oo, , b= oo,
2 dla z<a A= .ceernnns ) b= .
336. f(r)=< 6423 dla a<z<b SR : b= oo
2’ dla b<w A= oo, , b= e,
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W kazdym z ponizszych zadan podaj wartosé¢ granicy funkcji lub granicy niewtasciwe;j
+00 =00 albo —oco. Wpisz literke R, jesli nie istnieje granica ani granica niewtasciwa.
Mozesz wykorzysta¢ granice

) 1\*
lim (1—}—) =e.
T—00 x

337. xli}%lJr log(mig)x = ... 338. g;li%l+ log(\/ﬁ%)x = ...
339. xl_igloolog(m%)x = ... 340. xgrfmlog(m*@x = ...
341. lim (\/17—3)”5 — 342. lim (\/13—3)9” —
r——+00 rT—+00
343 lim (VIT-3) = . 3a4. lim (VI3-3) = .
345. xlir+n arctgr= .......... 346. xlieroo arctg2r= ..........
347. lim arctg (\/17—4> =
T——+00
348. lim arctg <\/ 13— 4> o
r——+00
3/7 4 —64
349. lim \/_L = . 350. lim r=6 = ..
z—64 1 — 064 r—64 \/E— 8
3/ —4 . 1/x
351. lim \/_L: ........... 352. lim 22/ =
r—64 \/5_ 8 r—0+
. 1/x . 1/x
353. lim 2° o 354. lim 2° o
x—07 T—+00
355. lim 22 = ... .. 356. lim 22 = ... ..
r—0F r—0"
357. Ll 2% =
r——400
358. xErl%_ {logyx}= .......... 359. xl_1>r1r61+ {logyx}= ..........
360. xlirl%f {loggz}= .......... 361. xlilg% {loggz}= ..........

Lista 9 - 40 - Strony 34—41



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2021/22

362.

364.

366.

367.

369.

370.

371.

372.

373.

375.

Lista 9

Im (1+—| = ......... 363. lim (14+—) = .........

r——+00 x rT—-+00 €T
1 (z+4)* ' 1 ($+27)I

lim <1+> = .. 365. lim (1+— =

r——400 xr r——+00 xCB
(x+256)"

lim (1+— e
T——+00 xrr

lirln 2543 = 368. hrln 32 ' =

lim 4% =
IEIFOO <log2 (x+32) —log, (v + 4)) e P
xl_l}r_{loo <10g2 (32x+1) —log, (z +4)) SRR R
IETOO <log2 (32x+1) —log, (4 + 1)) e

1 Vaz24+1 VAaz2+1

lim (1+> = ... 374. lim <1+> = ...

T—~400 €T T—T00 €T
1 Vaz241 244

lim (1+> = . ... 376. lim <1+> = ...

T—+00 4 T—+00 X
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