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564. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci
2 2
gVt < VI4V24V34+Va+Vo+.. . +vVn—14+n < V().
Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =1 dowodzone nierownosci przyjmuja postac

2 2
—V2 < 1 < =2,
3\/_ 3

wystarczy wiec zauwazy¢, ze

2 V38
V=Yt
3 Vo
oraz
2 4
-2=->1.
3 3

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze prawdziwe sg nieréwnosci

§~n~\/n—i—1 < VIHV24+V3+VA+VE+. +vVn—1+Vn < ;\/ﬁ.(nﬂ). (&)

Udowodnimy, ze wowczas analogiczne nieréwnosci sa prawdziwe po zastapieniu liczby n
liczba n+1, a mianowicie

2 2

3 (1) Vint2 < VIHV24+V3+ Va4 vntvntl < 3Vl (n+2). (0)

W celu dowodu lewej nieréwnosci () skorzystamy z lewej nieréwnosci zatozenia induk-
cyjnego (). Otrzymujemy

2
VIHV2HVBHVAL VeVt T> SVt TVt T

a wiec do zakonczenia dowodu lewej nieréwnosci (<)) wystarczy dowiesé, ze

2 VATV (0 ) Vi 2, (#)

Przeksztalcanie nier6wnosci (#) prowadzi kolejno do nieréwnosci réwnowaznych:

2 2
g-n-\/n+1+ n—|—1>§-(n+1)-\/n 2, ‘:\/n—i—l
2 2

g'n+1>§'\/(n+1)'("+2)7

n+2>\/(n+1)-(n—l—2),

(n+1)+(n+2)
2
a ta nieréwnosc¢ jest prawdziwa jako nieréwnos¢ miedzy srednia arytmetyczng i geome-
tryczna liczb n+1 i n+2.

> \/(n+1)-(n+2),
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Analogicznie postepujemy dla dowodu prawej nieréwnosci (). Korzystajac z prawej
nieréwnosci zaltozenia indukcyjnego (&) otrzymujemy

2
VIHV2HVB+VA+ Vit Vit T < Sv/n (n+ 1)+ Vit
a wiec do zakonczenia dowodu prawej nieréwnosci (<)) wystarczy dowiesé, ze
2 2
g-\/ﬁ~(n+1)—|—\/n—|—1<§~\/n+1~(n+2). (W)

Przeksztalcanie nier6wnosci (##) prowadzi kolejno do nieréwnosci réwnowaznych:

2 2
g-\/ﬁ-(n+1)+\/n+1<§~\/n+1-(n+2), ‘:\/n—i—l
2 2
g-\/n-(n+1)+1<§-(n+2),

3
n-(n+1)+

a ta nieré6wnos¢ jest prawdziwa jako nieréwnos¢ miedzy $rednia geometryczna i arytme-
tyczng liczb n i n+1.

Na mocy zasady indukcji matematycznej dane w zadaniu nieréwnosci zostaty udo-
wodnione dla kazdej liczby naturalnej n.

565. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci
2 n 2
5n(n+1)\/ﬁ < Y VK < g-n-(n—l—l)-\/n—l—l.
k=1

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =1 dowodzone nierownosci przyjmujg postac
2 2
22 <1 < Z.2V2,
5 5
wystarczy wiec zauwazy¢, ze
4

—<1
5

—4\/5——\/3_2>1
5 V257

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze prawdziwe sg nieréwnosci

z-n-(n+1)-\/ﬁ < Eij\/ﬁ < ?)-n-(n+1>-vn L. (1)

oraz
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Udowodnimy, ze wowczas analogiczne nieréwnosci sa prawdziwe po zastapieniu liczby n
liczbg n+1, a mianowicie
n+1

(1) (n+2) VAT < > VB < S(nt1)-(42) VAFs. ()

W celu dowodu lewej nieréwnosci (2) skorzystamy zZ leweJ nierownosci zatozenia induk-
cyjnego (1). Otrzymujemy
n+1

Z\/— Z\/_—l— (n+1)3>§~n~(n+1)~\/ﬁ+ (n+1)3,

a wiec do zakonczema dowodu lewej nieréwnosci (2) wystarczy dowiesé, ze

2
—n-(n+1)-vn+ (n—|—1)3>5-(n+1)-(n+2)-\/n+1. (3)
Przeksztatcanie nieréwnosci (3) prowadzi kolejno do nieréwnosci réwnowaznych:
2 2
“n-(n+1)-vn+y(n+1)3 /5-(n+1)-(n+2)-\/n—|—1, ’: (n+1)3
2 n-y/n 2
—- 1>- 2
5 vnet 75

>
(2n)*> (2n—1)%-(2n+2),
a ta nierownos¢ jest prawdziwa jako odpowiednio przeksztatcona nieréwnos¢ miedzy
srednig arytmetyczng i geometryczng liczb 2n—1, 2n—1 1 2n+2.
Analogicznie postepujemy dla dowodu prawej nieréwnosci (2). Korzystajac z prawej
nieréwnosci zaltozenia indukcyjnego (1) otrzymujemy
n+1 n 2
SVER=Y VE4,/(n+1)3 < g-n-(n—i—l)-\/n—l—l—ir (n+1)3,
k=1 k=1
a wiec do zakonczenia dowodu prawej nierownosci (2) wystarczy dowiesé, ze
2
—n-(n+1)-vVn+1+/(n+1)3< 5 (n+1)-(n+2)-vVn+2. (4)

Przeksztalcanie nieréwnosci (4) prowadzi kolejno do nieréwnosci réwnowaznych:

2 2

5-n-(n+1)~\/n+1+ (n+1)3< = ‘(n+1)-(n+2)-vVn+2, ’: (n+1)3
2 2 (n+2)-v/n+2
Sont1<s. ,
57T S5 s
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2-(n+2)-v/n+2

n+1 ’

(2n+5)-Vn+1<2-(n+2)-vVn+2,
(2n+5)*- (n+1)<4-(n+2)?,
2-(2n+5)*- (n+1)<8-(n+2)°,
(2n+5)*- (2n+2) < (2n+4)?,

2-n+5<

a ta nieréwnos¢ jest prawdziwa jako odpowiednio przeksztalcona nieréwno$¢ miedzy
srednig arytmetyczna i geometryczna liczb 2n+5, 2n+5 i 2n+2.

Na mocy zasady indukcji matematycznej dane w zadaniu nieréwnosci zostaty udo-
wodnione dla kazdej liczby naturalnej n.

566. Dobra¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie C' oraz D <11C' i udowodni¢, ze
dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodza nierownosci

2014
42
Koo 5 SD.
82014 43
Rozwigzanie:
Sposob I (rzemieslniczy, ale skuteczny):
Dla liczb rzeczywistych z spetniajacych nieréwnosé |z| > 1 wykonujemy standardowe
szacowania od gory i od dotu oparte na nieréwnoéciach 0 <1< 220 :
1 22014 1 G204 {9 20144 9,201 3

11 82014 { 34,2014 S 842014 13 Q20144 () 8

Z kolei dla liczb  speliajacych nieréwnosé¢ |z| <1 analogiczne szacowanie musi uwzgled-

nia¢ odwrocenie kierunku nieréwnosci miedzy potegami liczby x, gdyz wtedy zachodza
nieréwnosci 0 < 2%2°* < 1. Szacowania wygladaja wéwczas nastepujaco:

2 _042_ 2™M42 142

11 843  82201+3 ~0+3

Z powyzszych oszacowan wynikaja nieréwnosci
22014 4 9
O gz <P
gdzie C'=min(1/11,2/11)=1/11 oraz D =max(3/8, 1)=1=11C.

=1.

Sposéb II (nieco trikowy i prostszy rachunkowo, ale trudny do zastosowania dla bar-
dziej skomplikowanych wyrazen):
Wykonujemy szacowania na poziomie licznika w taki sposéb, aby w liczniku otrzymac
wspotezynniki proporcjonalne do wspoétezynnikéw w mianowniku:
1 2014+ g 22014 4 9 . L?)Gx2014+2 :g‘
8 83:'2014—1-3 8201443 ~ 8201443 3
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Z powyzszych oszacowan wynikaja nieréwnosci

2014
2
C\7+<D,

x2014 +3

gdzie C'=1/8 oraz D=2/3=22C <11C.

Sposob 111 (analogiczny do sposobu 11, tylko szacujemy mianownik zamiast licznika):
Wykonujemy szacowania na poziomie mianownika w taki sposéb, aby w mianowniku
otrzymaé¢ wspdtczynniki proporcjonalne do wspodtczynnikéw w liczniku:

1 B ZE2014—|—2 < 2014_|_2 < 2014+2 2
8 8r20M {16 8z 43 S 30143 3

co prowadzi do identycznych oszacowan jak w sposoble II.

Sposdb IV (w duchu podobny do sposobow II i 111, ale troche bardziej naturalny i dajgcy
pelng kontrole nad zbiorem wartosci danego wyrazenia):
Przepisujemy dane w zadaniu wyrazenie w postaci zawierajacej zmienng x tylko w jed-
nym miejscu:
22014 4 9 _x2014+%_|_%_1 13

8
8r2014 43 8z 43 8 820143 (%)

Mianownik ostatniego sktadnika przyjmuje wszystkie wartosci z przedziatu [3, +00),

13/8
82014 4.3
sekwencji zbiér mozliwych wartosci wyrazenia () jest przedziatem (1/8, 2/3].

Zatem zachodza nieréwnosci

a zatem iloraz przyjmuje wszystkie wartosci z przedziatu (0, 13/24]. W kon-

1 2242 2
-l — < -,
8 8x201443 "3
ktorych nie mozna poprawic.
Rozwiazanie jest zakonczone ze staltymi C' i D jak w sposobach II i III.

567. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 3 zachodzi nieréwnos¢
n" > (n+1)"
Rozwigzanie:
Dana w zadaniu nierownos¢ jest rownowazna nierownosci
YR > YR,
czyli
fn)>f(n+1), (%)
gdzie
fla)= z=a'",
Poniewaz jednak

|
f'(x) :xl/””-cilnarl/ =/, ;;If

funkcja f jest malejaca w przedziale (e, +00), skad otrzymujemy (%) dla n> 3.

dla r>e,
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568. Obliczy¢ granice
5n%_32n-+_5n+1%_32n71-+_5n+2%_32n72_+ +_5n+k_F32nfk_+ +_52n%_3n
9n gn=1.25 gn=2.252 T gn-k.gpk T ome )

A,
Rozwigzanie:
Zapisujemy wyrazenie pod znakiem granicy w postaci sumy dwoch postepéw geome-
trycznych, obliczamy ich sumy, a nastepnie przechodzimy do granicy:

n 5n+k_k32nfk n 5n+k n 32n7k n 5 n 9 k n 3 k
kz::o gn—k .95k _kz_:ogn—k.25k+kz_09n—k.25k_kz_o<9> <5> +kz_0<25> -
n+1 n+1 n n+1
T @ T @ s,
9 21 =—1 4/5 —22/25 4/5  —22/25

9 25 99450 149

19 44 44

569. Obliczy¢ granice ciggu:
hm( TR SR S +...+).
n—oo\n24+1 n?24+2 n?+3 ni+4 (n+6)?
Uwaga: W ostatnim sktadniku sumy brakuje licznika. Jego uzupenienie jest czescig
zadania.

Rozwigzanie:

Patrzac na mianowniki widzimy, ze suma sktada sie z 12n-+ 36 sktadnikéw, wobec czego
zadanie polega na obliczeniu granicy

li ( + ’ + k + ! + +12n+36>
1m c. .
n=eo\n2+1 n2+2 n?+3 ni+4d (n+6)>2

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystaé
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dohu przez ciagi
zbiezne do wspodlnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6znia. Nalezy zatem oczekiwaé, ze osza-
cowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego oszacowa-
nia przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,
co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki majag zblizong wielkos¢. Liczniki tworza jednak postep aryt-
metyczny, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy
szacowa¢ mianowniki przez wspélng wielkos$¢, nie zmieniajac licznikow, a nastepnie do-
damy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

1 2 3 4 12n+36
_l’_

b, = it —
N NG RN R +(n+6)2\
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B I+2+3+4+...+(12n+36) 1+2+3+4+...+(12n+36)

N n?+0 n? —
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do
b, = ! + 2 + 5 + 1 +”.+712n—|—36>
"n2+1 n242 n2+3 n2+4 (n+6)2
1+2+43+4+4...+(12n+36)
> =a, .

(n+6)2
Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy
(12n4-36) - (12n+37)

142434+4+...4+(12n+36) = 5

Wobec tego

= (6n+18)-(12n+37).

18)- (12
R 8)ng nt30)

przy n — oco. Podobnie
0 = (6n+18)-(12n+37) 70
(n+6)2

przy n— oo.
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

an <b, <cp,

a ponadto
Jimy ¢, =72

oraz
A, an =12,

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b, =72.

n—oo

Odpowiedz: Granica podana w tresci zadania ma wartosé¢ 72.

570. Udowodni¢, ze rownanie
10" =27

ma co najmniej dwa rozwigzania rzeczywiste.

Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje pomocniczg f: R — R zdefiniowang wzorem

flz)=10"—z-7".
Funkcja ta jest ciggta, a ponadto zachodzg nieréwnosci:
f(2)=10*-2-7=100—-98 >0,
f(3)=10°-3-7*=1000—3-343 <0
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oraz
f(4)=10*—-4-7*=100*-98%>0.

7 wtasnosci Darboux funcji ciggltych wynika, ze funkcja f przyjmuje wartos¢ 0 w prze-
dziale (2, 3) oraz w przedziale (3, 4). Pozostaje odnotowaé, ze punkty zerowania si¢
funkcji f sa rozwigzaniami rownania danego w tresci zadania.

571. Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x € (0, 2) spelniajacej nieréwnosé
$2015 . (1, . 2)2016 >1.

Rozwigzanie:
Sposob I (dla myslgcych Smiertelnikow):
Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem

F(z) =215 (3 —2)2016
Woéwcezas jej pochodna wyraza si¢ wzorem
f,(l') —=92015- x2014 A (l’ o 2)2016 +2016 . 12015 X (ZL' . 2)2015 )

Poniewaz
f(1)=1 oraz  f'(1)=2015—-2016=—-1+#0,

funkcja f osiaga w punkcie 1 warto$¢ 1, ktéra nie jest ekstremum lokalnym (bo f'(1)#0).
W szczegblnosci nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi osiggac
w poblizu jedynki takze wartos¢ wieksza od 1.

Sposob II (dla bezmyslnych cudotworcéw):
Rozwazmy funkcje f okreslong wzorem

f(x) — 1;2015 . (l’— 2)2016 ]
Zamiast wyciaga¢ wnioski na podstawie analizy przebiegu powyzszej funkcji, bezmyénie
uczepimy sie miejsca, w ktérym pochodna tej funkcji sie zeruje, a sama funkcja osigga
maksimum.
Pochodna funkcji f wyraza sie wzorem

f/(x) —92015. 2014, (z— 2)2016 49016 22015 (z— 2)2015 _
= 2015221 (2 — 2)2016 _ 201622015 . (2 — )21 =

= 201 (2 2)215. (2015 (2—2) — 2016 - ) = 220 (2 — 2)2°%°. (4030 — 4031 - ) .
Zatem na przedziale (0, 2) pochodna funkcji f ma nastepujacy znak:

>0 dla xE(O, %)

f2){=0 dla z=100

4031

<0 dla xe(%, 2)

Oznacza to, ze funkcja f osiaga na przedziale (0, 2) najwieksza warto$é w punkcie
r =3930 3 wartodcig ta jest

T 4031
; (4030) B (4030)2015 (4032)2016 40307015 40322016
4031/ \4031 4031 ~ 40314031
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Dla zakonczenia rozwigzania wystarczy ”tylko” udowodni¢ nieréwnosé f (%) > 1. Pro-

blem polega na tym, ze w rzeczywistosci f (M) ~1,000124.

4031
Aby wykaza¢ nieréwnosc¢ f (%) > 1, nalezaloby udowodnic, ze

40307917 . 40322016 > 40314031 | (%)

co jest praktycznie niewyobrazalne bez uzycia komputera, gdyz po obu stronach tej nie-
rownosci wystepuja liczby 14534-cyfrowe, a ich iloraz jest w przyblizeniu rowny 1,000124.

Cudotworca przepisatby nieréwnos$é (&) w postaci
(2n)"- (2n+2)"" > (2n+1)*"

gdzie n=2015, a nastepnie przemnozyl ja stronami przez 2n otrzymujac kolejno nierow-
nosci réwnowazne:
(2n)" - (2n+2)"T > (2n+1)*"T - (2n),

((2n)-(2n+2))"" > ((2n+1)*)"- (2n+1)-(2n),

n+1 n

<4n2+4n) S (4n2+4n+ 1) -(4n2+2n) . (&)
W tym momencie cudotworca zauwazytby, ze po kazdej ze stron nieréwnosci () znajduje
si¢ iloczyn n+1 czynnikéw dodatnich. Gdyby sumy czynnikéw po kazdej ze stron byty
rowne, wiekszy bylby iloczyn o wszystkich czynnikach réwnych, czyli iloczyn po lewej
stronie nieréwnosci (»). Tymczasem jest nawet lepiej, gdyz suma czynnikdéw po lewej
stronie nieréwnosci () jest réwna

(4n2+4n> ‘(n+1)=4n>+8n+4n,
a po prawej jest od niej mniejsza i wynosi
(4n2—|—4n+ 1) ‘n+ (4n2+2n> =4n* +8n*+3n.

Dowd6d nieréwnosci () jest wiec zakonczony.

Uwaga:
Cudotworca zamiast nieréwnosci () udowodnitby nieréwno$¢é mocniejsza, a miano-
wicie
+1
(4712 —i—4n)n > (4712 +4n+ 1)n~ <4n2 —i—3n) ,
co prowadzi do wzmocnionej wersji nieréwnosci (db):

4030%015.. 40322016 > 403149394031, 5,

w ktérej iloraz strony lewej do prawej jest w przyblizeniu réwny 1,00000000769 (bezpo-
srenio po przecinku wystepuje osiem zer). To doprowadzitoby do nieréwnosci

4030 4031,5 1
> — =1+-——-~~1,0001240387
/ (4031) 4031 * 8062 ’ ’

gdy tymczasem w rzeczywistosci

4030
—) ~1,0001240463 .
f<4031> ,0001240463
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572. Udowodni¢, ze rOwnanie
x2019 . (l’ - 2)2018 -1
ma co najmniej trzy rozwiazania.

Rozwigzanie:

Niech
f(l') — 5172019 . (l‘— 2)2018 )
Zauwazmy, ze f(1)=1 oraz
f/< ) =92019- .1'2018 . (iL' . 2)2018 4 2018 - x2019 A (x o 2)2017 —
= (2019(z — 2) +2018z) - 228 (2 — 2)?17 |

skad f'(1)=1

Stad wynika, ze funkcja f przyjmuje wartosci wieksze od 1 w prawostronnym otocze-
niu jedynki, a poniewaz f(2) =0, na mocy wlasnosci Darboux funkcji ciagtych wniosku-
jemy, ze f przyjmuje wartos¢ 1 w przedziale (1,2).

Pozostaje zauwazy¢, ze f(3) > 1, wobec czego funkcja f przyjmuje wartosé 1 w prze-
dziale (2, 3).

Wobec tego f przyjmuje warto$¢ 1 co najmniej trzykrotnie: w punkcie 1, w przedziale
(1,2) i w przedziale (2, 3).

573. Udowodnic¢ istnienie liczby rzeczywistej x spetniajacej nieré6wnosé
1
sin?""(3z) -sinx > 3"

Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f okreslona wzorem
f(z) =sin*'"(3z) -sinw.
Woéwezas jej pochodna wyraza sie wzorem
f(x) =2017-sin?**%(3x) - cos(3z) - 3 - sinz +sin?"'"(3x) - cosx =

=6051-sin**%(3x) - cos(3x) - sinz +sin**" (37) - cos z .

Poniewaz 1
™
1(5)-2
oraz
f’(%):6051'sin2016g~cosg~sin%+sin20172 cosg—6051 1-0- 5—1—1 £ £7r§0

funkcja f osiaga w punkcie m/6 wartosé 1/2, ktora nie jest ekstremum 10ka1nym, gdyz
f(m/6)#£0. W szczegdlnosei nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi
osiagaé w poblizu 7/6 takze warto$¢ wieksza od 1/2.

Uwaga:
Poniewaz f'(7w/6) > 0, funkcja f ma maksimum lokalne (i jak sie okazuje, globalne)
na prawo od 7/6. Jednak doktadniejsze jego zbadanie bez uzycia komputera okazuje
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sie niezwykle trudne. Pochodna funkcji f zeruje sie bowiem w punkcie (w przyblizeniu)
5170,0000954, a sama funkcja f osiaga tam maksimum w przyblizeniu réwne 0,5000413.
Jest to wartos¢ tak nieznacznie przekraczajaca 1/2, ze niewyobrazalne wydaje sie rozwia-
zanie zadania przez bezposrednie szacowanie wartosci funkcji f w konkretnym punkcie.
Jedli posuniemy sie nieco dalej na prawo od punktu 7/6, zobaczymy, ze funkcja f
dosy¢ szybko maleje, mamy na przyktad
f (%+0,oo1) ~0,49634

oraz

f (% +0,o1) ~0,20519 .

574. Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x spelniajacej nieréwnosé
sin®'?(3z) - sin(5z) > ; :

Rozwigzanie:

Rozwazmy funkcje f okreélong wzorem
f(z) =sin""?(3z) -sin(5z) .
Woéwezas jej pochodna wyraza sie wzorem
f(x) =2019-sin***¥(3x) - cos(3z) - 3 - sin(5z) +sin®"*?(3z) - cos(5x) - 5 =
= 6057 -sin**"®*(3x) - cos(3x) - sin(5x) + 5 -sin**'?(3z) - cos(5z) .

Poniewaz

us 1
1)-1
6 2
oraz . .
I (%) = 6057 - sin?® g -cosg -sinf7r +5-sin?01? g - COs % =
Vi V3

1 —
= 1-0-245.1-—~"—_=Vv*~
605710+ 5 +5 : 5 70,

funkcja f osiaga w punkcie m/6 wartosé 1/2, ktora nie jest ekstremum lokalnym, gdyz
f(m/6)#£0. W szczegdlnosei nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi
osiaga¢ w poblizu 7/6 takze wartos¢ wigksza od 1/2.

575. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 4 zachodzi nieréwnosé
n+3 - n’
7 7

Rozwigzanie:
Korzystajac z réwnosci
(n—l—?)) (n—3)-(n—2)-(n—1)-n-(n+1)-(n+2)-(n+3)

7 ) 7]

Lista 15R - 308 - Strony 298-323



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2021/22

zapiszemy dowodzong nierownos¢ w postaci
(n—3)-(n=2)-(n=1)-n-(n+1)-(n+2)-(n+3) _n’
7 ST
Teze zadania otrzymujemy mnozac stronami trzy nieréwnosci
(n—3)-(n+3)<n?,

(n—2)-(n+2)<n?,

(n—1)-(n+1) <n?

oraz rownosé

Nalezy wyjasni¢, ze nieréwnos¢
(n—k)-(n+k)<n?
wynika tatwo ze wzoru na roéznice kwadratow
(n—k)-(n+k)=n>—k*><n?.
Mozna ja tez otrzymaé powotujac sie na nieréwnos¢ miedzy $rednia geometryczna i aryt-

metyczng dwoch liczb w nastepujacej wersji: Iloczyn dwoch liczb dodatnich o ustalonej
sumie jest najwickszy, gdy liczby te sg réwne.

576. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
to(n+1)4
1 <
Z 8
Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.
1° Dlan=1mamy L=1 oraz P=2, skad L < P.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze

n - n
< -~ @@
2% 8
Wykazemy, ze woéwczas
il o (n+ 1)t (n+2)*

SiT< < . ()

=1

Wychodzac od lewej strony rownosci (&) i korzystajac z zatozenia indukcyjnego otrzy-
mujemy

=S =Sy < O = O 1) -

=1

_(n—l—l)
8

. <n4+8n3+24n2 +24n+8> <

Lista 15R - 309 - Strony 298-323



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2021/22

(n+1)* (n+2)*
8

Drugi krok indukcyjny zostal wiec przeprowadzony dla kazdego n naturalnego.

—P.

14
<<ng S -80% 240 4 3201 16) =

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.

577. Liczby wymierne dodatnie a i b speliaja warunek a’ = 2. Dowieéé, ze liczby a
i 1/b sa catkowite.

Rozwigzanie:

Zapiszmy liczby a i b w postaci utamkéw nieskracalnych o naturalnym liczniku i mia-
nowniku:

a= m , b= s
n
Otrzymujemy wowczas kolejno:
s/t
(2”2
n
n )
m*=2"n%. (Q)

Dowdd catkowitosci liczby a, czyli réwnosci n=1 (dowdd nie wprost):

Jezeli liczba n jest wigksza od 1, to ma dzielnik pierwszy, oznaczmy go przez p.
Woéwcezas prawa strona rownosci () jest podzielna przez p, a zatem lewa strona tez
jest podzielna przez p. Skoro jednak liczba m?® jest podzielna przez liczbe pierwsza p,
to takze m jest podzielne przez p, co przeczy zalozeniu, ze liczby m i n sa wzglednie
pierwsze.

Dowdd catkowitosci liczby 1/b:
Skoro wiemy juz, ze n =1, réwnanie () przyjmuje postaé
ms=2". (<)

Stad wynika, ze m jest potega dwoéjki o wyktadniku naturalnym, powiedzmy m = 2*,
co po podstawieniu do rownania () daje

ks =2t
Wobec tego ks=t, skad k=t/s=1/b jest liczba caltkowita.

2
578. Udowodni¢, ze liczba rzeczywista ¢ > 1 spelniajaca réwnanie ¢4 =256 jest nie-
wymierna.

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze dana w zadaniu liczba jest wymierna
i zapiszmy ja w postaci utamka nieskracalnego m/n o naturalnym liczniku i mianowniku.
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Przeksztatcanie danego w zadaniu réwnania prowadzi kolejno do:

m?2/n?
(T) — 956,

n
m2 2
(T) — 256",
n
m™ =256"" 0™ . (5)

Gdyby liczba n byta wieksza od 1, miataby dzielnik pierwszy p. Poniewaz prawa strona
réwnosci (5) bytaby podzielna przez p, takze lewa strona bylaby podzielna przez p, skad
wynika, ze liczba m bytaby podzielna przez p. Poniewaz jednak z zaltozenia liczby m i n
sg wzglednie pierwsze, taka sytuacja nie jest mozliwa, co dowodzi, ze n=1.

Zatem liczba ¢ =m jest catkowita. Pozostaje zauwazy¢, ze

22" =16 <256 =2% <3°=3%
skad
2<qg<3,

co stoi w sprzecznosci z uzyskanym wnioskiem, ze ¢ jest liczbg catkowita.

Otrzymana sprzecznosé¢ konczy dowod nie wprost.

579. Podac¢ przyktad takiego niepustego zbioru ograniczonego A, ze 0 <sup A<1 oraz
sup{a?: a€ A} =sup A.
Rozwigzanie:

Przykladem zbioru spelniajacego warunki zadania jest zbiér A={—1/2, 1/4}. Wowczas
sup A=1/4, a przy tym zbiér {a*: a € A} ={1/16, 1/4} réwniez ma kres gorny 1/4.

580. Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

oo oo 7
Sa, = ad =~
n=1 n=1 2

Rozwigzanie:

Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu zatézmy, Ze a,, = cq" !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < ¢ < 1. Wowczas

o0 o0 n_l c
ay, = cq =
nz=:1 nZ::1 I—gq

oraz ,
e¢] o0
Sa=y () =5
n=1 n=1 q

co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan

7
R 0
2
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czyli

2c=T7(1—gq)
23 =7(1-¢% .
7 pierwszego réwnania otrzymujemy

co po podstawieniu do drugiego rownania daje kolejno
73(1_Q)3 3
2= =7(1-¢%

2 1— 3

4
7(1-¢*=4(1-q) (1+q+¢°)
P(1-q?=4(1+q+¢)

49¢* —98q+49 =4¢> +4q+4

45¢* —102¢+45=0

15¢*> —34¢+15=0.

Otrzymane rownanie kwadratowe ma rozwiazania

- 34+/342—4-15-15  17£/172—152 17+ ¢(17—15)(17+ 15)
N 30 B 15 B 15 N

C17£v2:32 17+£/64 17438

15 15 15
co wobec warunku ¢ <1 wymaga przyjecia "7 ="

178 9

q -

—7. Ostatecznie otrzymujemy

15 15
skad

Otrzymane rozwiazanie ¢ =3/5, ¢=7/5 prowadzi do

I 7. 3n71
C =
q 5n
Odpowiedz: Przyktadem szeregu speliajacego warunki zadania jest szereg
0 7. 31171

n=1 o™

Qn

581. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(x)= /23 +103. Dowiesé, ze
dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej C' istnieja takie liczby rzeczywiste z, y, ze
[f (@)= f)l>Cz—y|.
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Rozwigzanie:
Przyjmijmy x = —10 oraz y = —10 —¢, gdzie liczba rzeczywista dodatnia ¢ bedzie spre-

3
/289
|f(z)— f(y)] = ¥/300e + 3062 + 3 > /300e > v/289¢ = /289 - /z = €=

/289
= 82/3 |.f13—y|:0’.7}—y’ )

cyzowana pézniej. Wowezas |x —y| =€, a ponadto

o ile zatozymy, ze
V/289

c2/3

C:

czyli kolejno

€2ﬂ32257289
C )

3239\ %/

- (¥30)"

17

5:W.

582. Interesuja nas funkcje f:(—1, +00) — R speiajace warunek
fx)=142)Y* dla ze (-1, +o0)\{0}. (%)
a) Udowodnié, ze istnieje funkcja ciagla f spelniajaca warunek (x) i obliczy¢ f(0) dla
tej funkcji f.
Rozwigzanie:
Podstawiajac w granicy

1 t
lim <1—|—> =e
t—o0 t
t=1/z, czyli x=1/t, otrzymujemy
lim (14+2)7" =e.

z—0t

Ponadto

1\* 1\ 7! t—1\" t\! 1\*
lim <1+) = lim (1—) = lim <> = lim <> = lim (1+> =
t t—+o0 t t—too \ ¢ t—t+oo \t—1 t—+o0 t—1

t——o00

Mamy wiec
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co po podstawieniu t =1/z, czyli z =1/t, daje
lim (1+z)7" =e.

z—0~
Stad otrzymujemy 1
liny ()= Ly (1-+2)" =e.,
co po przyjeciu f(0)=e prowadzi do funkcji ciaglej f.
b) Dla funkcji ciggtej f spetniajacej warunek (%) obliczyé¢ pochodna f/(0) albo wyka-
zac, ze f jest nierdzniczkowalna w zerze.
Rozwigzanie:

Zauwazmy najpierw, ze dla x € (—1, +00)\ {0} mamy

/ _ d 1/x __ d (1/z)-In(1+=z) _ _(1/z)In(1+z) d _
F@) = (1) = L e L (1) m(1+0)) -
In(1+2) 1
=(14z)/* (- .
(1+x) < 3 +$_<x+1)>

Zastosowanie reguty de I'Hospitala do definicji pochodnej funkcji f w zerze daje

/
ale mozna tez od razu powotaé sie na ogélng rownosé f/'(0) = JICILI(I) f'(z) prawdziwa, gdy
f jest rozniczkowalna wokot zera i ciggla w zerze.
Z pomoca reguty de I’'Hospitala wyliczamy

F0) =i ) =ty (14277 (-

In(1+x) 1 >>:

x? +x~(x—i—1)

In(1 1 —(1 -In(1 )
:hm(l_i_x)l/x.hm (_ n( +x)+ >:e-limx (14+2z)-In(1+2) H
20 20 x2 z-(z+1) 2—0 22 (z+1)
; 1—In(1 —(1 1 —In(1 . —1/(1
e, g, 1o +e) —A+e)/A+e) . —nl42)en o —1/0+2) e
z—0 3124 2x t—0 3x2+42x z—0  6x+2 2

583. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
3n—3

<3n+1) g
n 922n—4

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

Rozwigzanie:

1° Dla n =1 mamy

oraz
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Zatem dana w zadaniu nierownos¢ przyjmuje postaé¢ 4 <4, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze

3n+1) 333

) < *)
Wykazemy, ze woéwczas zachodzi nieréwnosé

3n+4 33"

<n+1) <22n—2' (<>)

Zauwazmy najpierw, ze lewa strone nieréwnosci (é) mozna zapisaé jako
<3n+ 1) _ (Bn+1)!
n nl-(2n+1)!
Przeksztalcajac lewa strone nieréwnosci (<) i korzystajac z zatozenia indukcyjnego (é)
otrzymujemy
L:<3n—i—4) (3n+4)! (3n+1)!  (3n+2)-(3n+3)-(3n+4)

T (4D 2n43) nl-2n+1)! (n4+1)-(2n+2)-(2n43)
3770 (3n+2)-3-(3nt4) 370 27 3%
2m—4  (2n+42)-(2n+3) 224 4 -2

o ile udowodnimy, ze

n+1 - -

< P,

(3n+2)-3-(3n+4) 27
(2n+2)-(2n+3) <Z' (©)

Nieréwnosé (©) jest réwnowazna nieréwnosci
(n+3) (nt3)
<

) <1,
(n+1) (n+3)
w ktérej po lewej stronie wystepuje iloczyn dwéch utamkéw mniejszych od 1 (licznik
mniejszy od mianownika, oba dodatnie). Tak wiec jest to nieréwnosé prawdziwa.
Kto nie dostrzeze tego rozumowania, bedzie pracowicie przeksztalcal nieréwnosé (©)
do postaci rownowaznych:

(3n+2)-(3n+4)
(n+1)-(2n+3)
2-(3n+2)-(3n+4)<9-(n+1)-(2n+3),
18n% 4+ 36n+16 < 18n* +45n+27,
0<11n+9

9
<77
2

i w tym momencie wywnioskuje, ze nier6wno$¢ (©) jest prawdziwa dla kazdej liczby
naturalnej n.

Tym samym udowodniliSmy, ze dla kazdej liczby naturalnej n z nieréwnosci (&) wy-
nika nieréwnosé ().

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnos¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.
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584. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
2n 22n—1
> .

(n)/ Vi

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

Rozwigzanie:

1° Dla n =1 mamy

oraz

Zatem dana w zadaniu nieréwnos¢ przyjmuje postac¢ 2 > 2, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze

(2:) > 22;; . (6)

Wykazemy, ze woéwczas zachodzi nieréwnosé

2n+1
2n+2 S 2 . (7)
n+1 vn+1

Zauwazmy najpierw, ze lewa strone nieréwnosci (6) mozna zapisa¢ jako

(271) ~ (2n)!

n nl-n!

Przeksztatcajac lewa strone nieréwnosci (7) i korzystajac z zatozenia indukcyjnego (6)

otrzymujemy

(2n+2) o (2n+2) (2n)! (2n+1)-(2n+2)  (2n)! 2-(2n+1) N
n+1

T (n+ D) (n+1)! nlnl (n+1)-(n+1)  nln!  n+l
2n—1 . 2n+1
U202 2ndl) 2

= ‘ = P7
vn n+1 vVn+1

o ile udowodnimy, ze
22n71 2. (2n+ 1) 22n+1

: > .
v ont+l T+l
Nier6wnosé (8) jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
2n+1

—_— >
NV
2n+1>2-v/n-vn+1,

2n+1)2>4-n-(n+1),

2,

An?4+4n+1>4n*+4n,
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1>0,

a zatem nieréwnos¢ (8) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.
Tym samym udowodnilismy, ze dla kazdej liczby naturalnej n z nieréwnosci (6) wynika
nieréwnos¢ (7).

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.

585. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé

(2n)! ~1
— 4
nl-(n+1)!
Rozwigzanie:
Sposob I:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.
1° Dla n =1 mamy
2!
L=——=1
112!
oraz
P=4"=1.

Zatem dana w zadaniu nierownos¢ przyjmuje posta¢ 1 <1, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze
(2n)! -1
— 4"
nl-(n+1)! ()
Wykazemy, ze wéwczas zachodzi nierownosé
(2n+2)! o
(n+1)!-(n+2)!

()

Przeksztalcajac lewa strone nieréwnosci () i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
() otrzymujemy
B (2n+2)! ~ (2n)! (2n+1)-(2n+2)
T D) (n+2)! al-(n+ 1) (n+1)-(n+2)
car . 2D i p,
n+2

o ile udowodnimy, ze
2-(2n+1)

n-+2
Nieréwnosé (Q) jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
2n+1<2-(n+2),
2n+1<2n+4,

<4. (©)
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1<4,

a zatem nieréwnosé (Q) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.
Tym samym udowodnilismy, ze dla kazdej liczby naturalnej n z nieréwnosci (&) wy-
nika nier6wnosé ().

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.

Sposéb 11:
()

+1

Zauwazmy, ze lewa strona dowodzonej nieréwnosci moze by¢ zapisana w postaci

2n
Poniewaz liczba ( ) wystepuje w 2n-tym wierszu trojkata Pascala, jest ona mniejsza
n

od sumy wszystkich liczb wystepujacyh w tym wierszu, czyli od 22",

W konsekwencji dla n > 3 dowodzona nieréwno$¢ wynika z nastepujacego ciggu nie-
rOWnosci:
n—1

n

= < < =
nl-(n+1)! n+l n+l 3+1

Natomiast dla n=11n =2 sprawdzamy bezposrednio, ze dana w zadaniu nier6wnos¢
przyjmuje odpowiednio posta¢ 1 <11 2<4.

o)t () a4 A

586. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
2
(n+5)'< ”) >9.4"71,
n

Rozwigzanie:

Zamierzamy przeprowadzi¢ dowdd indukcyjny.

1° (w tej chwili wydaje nam sie, ze jest to pierwszy krok indukcyjny) Dla n=1 mamy

L=(n+5)- (?) —6- (i) —6-2=12

P=9.4"1=9.4=9,

oraz

a zatem dana w zadaniu nier6wno$¢ przyjmuje posta¢ 12 > 9, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczba naturalng, ze
2
(n+5)- ( ") >9.471,
n

Chcemy wykazaé, ze

2n+2
6)- >90.4".
(n—i— ) (n—i—l)
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Wychodzac od lewej strony powyzszej nierdwnosci otrzymujemy
(n+6) (2n+2) (n+6)(2n+2)!  (n+6)(2n)!(2n+1)(2n+2)
n .

n+1l/) (n+Dn+1)! nl(n+1)nl(n+1)
B 2n\ (n+6)(2n+1)(2n+2) 2n\ 2(n+6)(2n+1)
_(n+5>'(n)' (n+5)(n+1)2 _<n+5).(n)' (n+5)(n+1)
o1 2(n+6)(2n+1) nl 4 q.gn
> 9.4t Sy PO AT =0
o ile udowodnimy, ze
2(n+6)(2n+1)
(n+5)(n+1)

Powyzsza nieréwnos¢ jest rownowazna kolejnym nieréwnos$ciom
2(n+6)(2n+1)>4(n+5)(n+1),
(n+6)(2n+1)>2(n+5)(n+1),
2n®+n+12n+6> (n2+n+5n+5) )
2n® +13n+6>2n*+12n+10,
n=4.

2
2

Drugi krok indukecyjny zostal wiec przeprowadzony tylko dla n > 4.

Dla kompletno$ci dowodu nalezy sprawdzi¢ dang w tresci zadania nieréwnos¢ dla
n=21in=3 oraz dla n=4. Sprawdzenie dla n=4 okazuje sie przejmowac role pierwszego
kroku indukcyjnego, a sprawdzenie dla n =2 i n =3 weryfikuje dowodzong nieréwnos¢
w przypadkach, ktore dotad nie zostaty sprawdzone, ani tez nie wynikaja z dowodu
indukcyjnego.

Dla n =2 otrzymujemy
4
L=T7- <2> =7-6=42 oraz P=9-4'=36,

skad L > P.
Dla n =3 otrzymujemy

6
L=8. (3) =8-20=160 oraz P=9-4>=144,
skad L > P.
1° (to okazuje si¢ by¢ pierwszym krokiem indukcyjnym) Dla n =4 otrzymujemy
8
L=9. (4) =9.70 oraz P=9-43=9.64,

skad L > P.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwno$¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n >4, a ponadto wykonalismy bezposrednie spraw-
dzenie dlan=1,n=21in=3.
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Uwagi:

Sprawdzenie dla n =4 nie wydaje si¢ wymaga¢ wiele pracy, jednak brak swiadomosci
koniecznosci wykonania tego sprawdzenia jest bardzo powaznym btedem.

Jesli zamiast nieréwnodci
2(n+6)(2n+1)

(n+5)(n+1)
W rozwiazaniu pojawi sie ostra nierownosé
2(n+6)(2n+1
Bl Ly, )
(n+5)(n+1)
to w konsekwencji drugi krok indukcyjny zostanie przeprowadzony dla n>4. Tym samym
konieczne bedzie takze sprawdzenie dowodzonej nieréwnosci dla n =5.

587. Skonstruowaé przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach rzeczywi-
n=1

[0.°] [e.8]
stych, ze szeregi Y. a? oraz Y. al} sa zbiezne, a ponadto zachodza réwnosci
n=1 n=1

Zan:Zan:§ oraz ZanZB.
n=1 n=1 n=1

Rozwigzanie:

Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu zalézmy, ze a,, = cq™ ™', pamigtajac, aby |¢| < 1. Wéwcezas

oo oo
Zan: Zcqn_lzia
n=1 n=1 —(q
io: 9 io: 9 ( 2)77,71 C2
a:=>» c(q =
n=1 " n=1 1_(]2
oraz
i 4 i 4 ( 4)"*1 c*
a,=3 c'(¢") =7,
n=1 " n=1 1_(]4

co po uwzglednieniu warunkéw zadania prowadzi do uktadu réwnan

c 1
1—qg 2
c? 1
|
1—¢4 5’
czyli
2c = 1—¢q
2c2 = 1—¢°
5ct 1—q*.
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Z pierwszego réwnania otrzymujemy

I—gq
c=———,

2
co po podstawieniu do drugiego rownania i uwzglednieniu, ze 1 —q # 0, daje kolejno

(1-9q)?*

2 =1-¢°

I—q
7:1
7 +q,

1—-qg=2+2q,
—1=3q,
g=-1/3, ¢=2/3.
Para (¢, ¢) =(2/3, —1/3) jest jedyna para liczb spelniajaca pierwsze dwa réwnania
uktadu (#). Nalezy sprawdzi¢, ze spelnia ona takze trzecie rownanie tego uktadu:
A (B aems1 1

1—q4_1_(%g4_8Q@1_5'

Otrzymane rozwigzanie ¢ = —1/3, ¢=2/3 prowadzi do
2-(=1)t
n—1
an =c ="
q 3n
Odpowiedz: Przyktadem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg

>

n=1

Uwaga: Nie istnieje szereg o wyrazach nieujemnych spetniajacy warunki zadania,
oo

gdyz dla dowolnego szeregu zbieznego Y a, o wyrazach nieujemnych zachodzi nieréw-
n=1

nosé
o0 (o) 2
Ya<(Ya) .
n=1 n=1

588. Dobra¢ odpowiednig liczbe rzeczywista k oraz liczbe wymierng dodatnia C' i udo-
wodni¢, ze dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodzg nieréwnosci

C-2* < (4-V162+9-3-V92+16)- (Vo +1) <3C-z*.
Rozwigzanie:
Zastosowanie wzoru na roznice kwadratow pozwala przeksztalci¢é szacowane wyrazenie

w nastepujacy sposob:

175z - (/z+1
@”¢EE1§—3WEE1T®-@QHJ):4Wﬂ5x+;rgv@l+u$

Lista 15R - 321 - Strony 298-323



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2021/22

W przypadku, gdy x > 1, wykonujemy nastepujace szacowania:
. 175z \/x _ 175z (/2 +0) < 175z (v +1) <
35-v/T 4162+ 92+3-v/92+16x  4-/162+9+3-v/92+16
. 1T (Vz+vx)  350z-y/x
T 4./160+0+3-v/924+0 25-\/x

Natomiast w przypadku, gdy 0 <x <1, oszacowania wygladaja nastepujaco:

=14x < 1bx.

o, 175 _ 175z (0+1) _ 1752+ (VZ +1) _
35 4-4/16+9+3-/9+16 4-/162+9+3-v/92+16
175z (141) 3502 360r

15x

< = <
T 4-0+9+3-/0+16 24 24
Zatem dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodzg nieréwnosci

5oz < (4-V162+9-3-v92+16)- (Vz+1) < 15-z,

mozna wiec przyja¢ k=1 oraz C'=5.

589. Wyznaczy¢ takie liczby rzeczywiste p i A, ze funkcja f okredlona wzorem

i i S I
flz)= z?
A dla =0
jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tych wartosci parametréw p i A.
Rozwigzanie:
Sposob I:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
ePh—p.eh 41
0= PO <y Ay A

Przy h — 0 otrzymujemy iloraz 2%]”, co ma postaé¢ nieoznaczona 8 dla p=2. Wéwczas

mozemy zastosowaé regute de I’Hospitala.

2h h 2 2h h

vy g €t —=2-e"+1—Ah® gy 2e7" —2-€e" —2Ah
£(0)=lim 3 = e -
d

Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone
regute de I’'Hospitala.

mozemy wiec po raz drugi zastosowac

4e?h —2.eh—24

/ R
11(0)= limy 6h
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz %, co ma posta¢ nieoznaczona % dla A=1. Wowczas
mozemy po raz trzeci zastosowac regute de I’Hospitala.
8e2 —2.¢h 6
/ =1 _— = — =
1'(0) —}ILIL% 6 5 1.

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla p=2, A=1 i wéwczas f'(0) = 1.
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Sposob I1:
Ze wzoru Taylora wynika istnienie takiej funkcji gtadkiej g, ze dla kazdego x zachodzi

rOwWnosé: ) . A
0

x
T—1 ST 42t g(a).
e +3c—|—2+6—|—24+3: g(x)
Woéwcezas dla x # 0 mamy:
e’ —p-e*+1
f(x):T:
2.1.2 33,‘3 4$4 382 1‘3 J34
_ 14 pr+ -+ B+ B 4 pPa® - g(pr) —p—pr — - — B — B —pad - g () +1 _
)
2—-p p—p (P’-p)z (p'-pa® 5, 3
=gty T Tt glpr) —pr®g(x).
Wobec tego p=2, bo w przeciwnym razie funkcja f ma osobliwos¢ w zerze. Wowczas
722

flx)=1+z+ B +322% - g(22) — 22% - g(x) .
Stad A=1 1 wowczas f'(0) = 1. Prawie za darmo dostajemy takze f”(0)=7/6.

W kazdym z kolejnych zadan zadan podaj granice (lub granice niewtasciwa) ciagu.
Liczby wymierne podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.
14243+44+.. . +k+...
590. lim Bl s B s s ~1/2
n=too 1+345+7+...+2k+1)+...+(2n+1)

1+243+44. . +k+...+(2n+1)

591. lim =
n—too 1 +34+54+7+...+(2k+1)+...+(2n+1)
14243444 . +k+...+27
592. =3/8
oo 144416+ 64+... +4F ... +4n /
1424448+... 42k 44
593. 1 =3/2
N Ty W TR/
14+24+4+8+... +2F+ .. .+ 8
594. lim o eTOTdE =7/4
n—+o0o 1 +8+64+5124... -84 ... +8n
(124448t 2 2)
595. lim =
n—too 14+44+16+64+...+4k . 47
14+24+4+8+...+2F+...+64"
506 +24+4+8+.. . +254. .+ _3/2

oo 1+ 4416+ 64+ ... +4F+... 164"
1+44+16+644... +4F 4. . +64"

597. =7/6
I vy ST TR
1424448+ +2F4 . 4647
598. i =T7/4
nto 1+ 84644512+ .. 8 +...+64n /
1+8+64+512+...+8 +...+64"
599. =9/8
e T 6412006 1. o rer Y
1+44+16+64+...+45+...+647
600. FAFI6T64+ . A4 60

11m
n—+oo 1 +64 44096+ ...+ 64~ ... 4+ 64"
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