Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2021/22

W kazdym z kolejnych 10 zadan zapisz w postaci liczby catkowitej lub utamka nie-
skracalnego wartosci trzech pochodnych funkcji w podanym punkcie.

502. fi(z)=+x  f](25)=1/10, 7(25) = — —1/500, 7(25) = 3/25000
503. fo(z) =2V f5(1/4)=3/4, 5 (1/4)=3/2, p'(1/4)=——3
504. f3(r) =2z fi(4) =20, 7(4)=15/2, 7(4)=15/16
505. fi(z) =V fi(1)=1/3, 1(1)=—==2/9, )(1)=10/27
506. f5(r)=x- fE(1/27)=4/9, 7(1/27) =4, Y(1)2T)=——"T2
507. fo(z)=Inz fi(2)=1/2, "2)=——1/4, 7(2)=1/4
508. fr(z) =z Inz f1(1)=1, 7(1)=1, M()=——1
509. fs(z)=arctg x fil)y=1/2, 1(1)=——1/2, 7(1)=1/2
510. fo(z)=arctg x f(2)=1/5, 7(2)=——4/25, 7(2) =22/125
511. fio(x)=arctgr  flo(3)=1/10,  f'(3)=——3/50,  fI(3)=13/250

512. Wyznaczy¢ liczbe naturalng k oraz liczby wymierne a i b, dla ktorych prawdziwe
jest nastepujace twierdzenie:

Dla dowolnej funkcji trzykrotnie rézniczkowalnej g: R — R o dodatniej pochodnej
pierwszego rzedu, pochodna trzeciego rzedu funkcji f odwrotnej do g wyraza sie wzorem:

" T :a-(g”(m))2+b-g’(x)-g”’(m)
[ (9(@)) (g,(x))k :

Rozwigzanie:

Trzykrotne rozniczkowanie stronami réwnosci

flg(x)) =
prowadzi kolejno do

f'g(x))-g'(x) =
" (g(@))-(d' ()" + ' (g(x )) g( )=0
" (9(x))-(¢' (@) + " (g(2))-2-9'(2) - ¢"(2) + " (9(2)) - ¢" (2) -9 () + ' (9(2) - ¢" () =0,
" (9(@))- (g (2))" +3- f" (9(2)) - ¢/ (x) - " (@) + f' (9(x)) - "' (x) = 0.
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Wobec tego otrzymujemy nastepujace wzory na pochodne funkcji f:

, 1
Fla) =205
f//(g(x»:_f (9(96)%92 (r) _ g"(x)

(9/(x) (g ()"
fm(g(x)):_i%-f (g(w))-g(x)(;(g));f (9(2))-g"(x)
359 @) 9 @+ 9"@) 3 (¢"(@) g/ ()" (x)
()"

W konsekwencji szukane liczby to k=5, a=31b=—1.

W kazdym z kolejnych 4 zadan podaj w postaci liczby caltkowitej lub utamka
nieskracalnego wartosci pochodnej czwartego rzedu danej funkcji w trzech podanych
punktach. Jezeli licznik lub mianownik jest wiekszy od 100, nie musi by¢ zapisany w po-
staci dziesietnej (moze by¢ zapisany np. w postaci potegi albo w postaci iloczynu liczb
dziesietnych lub poteg).

513. fi(x)=Inz
Y(1)=-6 1Y (2)=—3/8 1Y (3)=—2/27

514. fo(x)=sinz-cosx

(5 () ()0

515. fs(z) = (2x+1)>/?
Y(0)=-15 £ (4)=—5/9 19 (12)=—3/25

516. fi(z)= Va3 +322+3x+1
W0)=9/16 W (3)=9/22=9/512 W (8)=1/(16-27)=1/432

517. Wyprowadzi¢ wzér na pochodng rzedu 2019 funkcji f: R — R okre$lonej wzorem
f(z)=e" sinz.

rzymany wzOr powienien mieé¢ pr ¢ z znaku z najwyzej dwom
Ot a Or powienie e¢ prosta postac, be aku ”Y", z co na ej dwoma
znakami ”+4” i co najwyzej dwoma znakami

»_ "

Rozwigzanie:
Obliczajac kolejne pochodne funkcji f otrzymujemy

f(z)=¢e"-sinz+e”-cosx,
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f"(x)=¢€"sinz+e” cosz+e” -cosx—e”-sinx =2-e"-cosz,
f"(x)=2-€"-cosx—2-e" -sinx,
fW(x)=2-€" cosz—2-€"-sinz—2-e%-sinz—2-€*-cosx = —4-e”-sinz = —4- f(z),

skad wynika, ze czterokrotne zrézniczkowanie funkcji f jest rownowazne z pomnozeniem

jej przez —4.
Wobec tego
d? d? d?
f(2019) ($) — @f(?OlG)(z) _ ﬁf@lﬁm)(w) _ %(—4)504f($) — 21008 . f/”($) _

:21008, (2'€x'COSfE—2'€x‘SiHCI;) :21009-6$' (COS._'E—Sin,T) .

Wstawi¢ znak ”<” albo ”>" i udowodni¢ powstata nieréwnos¢:

2
528. ¢* > 14z dlaz>0 529. ez>1+x+% dla z> 0

2 a3
530. ¢* > 1+x+?+€ dla >0

2

531. In(z+1) <z dla z>0 532. ln(:l:+1)>x—% dla 2> 0
lL'2
533. In(z+1) <z dla—1<x<0 534. In(z+1) < T= dla —1<x<0
2 3

535. In(z+1) < x—%+% dla x>0

r?
536. In(z+1) < x—?+§ dla —1<x <0

537. In(z+1) > g dla 0<z <2

538. arctgxr < x dla x>0 539. arctg r > % dla0<z<1
22
540. sinz < xz dla >0 541. cosx>1—? dla >0
x3 x? ozt
542. sinx > x—— dlaxz >0 543. cosz < 1——+—dlaxz>0

6 2 24

. 2x T . 3z s

544. sinx > — dlal0<z < — 545. sinz > — dlal0<z < —

T 2 T 6
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Zbadaé, czy funkcja f okreslona podanym wzorem ma ekstremum (jesli tak, to jakie:
minimum czy maksimum lokalne) w podanym punkcie .

2
546. f(a:):egﬁ—x—%, ro=0 NIE

2 23

547. f(a:):e“”—x—?—g, xo=0 MIN

548. f(z)=sinz—In(1+z), xo=0 MIN
549. f(x):2cosx+ln<1+x2), ro=0 MAX
550. f(x)=arctgx—x, zo=0 NIE

551. f(x):arctgx—g, ro=1 MAX

552. Funkcja f:[a, b — R ma w przedziale Dy =a, b] ciagte pochodne do rzedu trze-
ciego wtlacznie (na koncach przedzialu ma pochodne jednostronne réwne odpowiednim
granicom jednostronnym odpowiednich pochodnych).

a) Czy funkcja f ma w punkcie a ekstremum (jesli tak, to jakie: minimum czy mak-
simum lokalne), jezeli:

(i) f'(a*)>0 MIN

(ii) f’(a+)<0 MAX

(iii) f'(a™)=0, f"(a™)>0 MIN

(iv) f'(a™)=0, f"(at)<0 MAX

(v) f'(a") = f"(a") =0, f"(a™)>0 MIN
(vi) f/(a®) = f"(a") =0, f"(a")<0 MAX

b) Czy funkcja f ma w punkcie b ekstremum (jesli tak, to jakie: minimum czy mak-
simum lokalne), jezeli:

(vii) f/(b7) >0 MAX

(viii) f/(b7) <0 MIN

(ix) f'(67) =0, f"(b)>0 MIN

(x) f/(b7)=0, f"(b7)<0 MAX

(xi) f/(b7) = f”( 7)=0, f7(b7)>0 MAX
(xii) f'(b7) = f"(b7) =0, f"(b7) <0 MIN
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