Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2021/22

389. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzér na pochodng funkcji f
okreslonej wzorem f(x)=+v/z2+1.

Uwaga: Nie wolno uzywacé reguty de I’'Hospitala lub w inny sposéb omijaé bezposrednie korzystanie z definicji
pochodnej. Ta sama uwaga dotyczy kolejnych dwéch zadan.
Rozwigzanie:
Stosujac definicje pochodnej oraz wzér na roéznice kwadratow otrzymujemy:
— f(x Z41—Va2+1 Y
_ (y—=) (y+=) . y+x B

= 111m = l1m =

- T+x 2z

Va1Vl 2221 Va4l

390. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzoér na pochodng funkcji f
okreslonej wzorem f(z)= /x na przedziale (0, +00).

Rozwigzanie:
Stosujac definicje pochodnej oraz wzér na roéznice czwartych poteg otrzymujemy:
— 4 — & —
f'(z) =1lim fy) = f(z) = lim V=V = lim gyt =
T TR Y= oy —g y—w (\4/5+\4/§)-(\/§+\/§)-(y—x)

1 1 1

' 1
“ i ) (Vitve) | Vet 0 (e 2 e-@ e 4V

391. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzér na pochodng funkcji f
okreslonej wzorem f(z)= v/z5+ 1.
Rozwigzanie:
Stosujac definicje pochodnej oraz pieciokrotnie wzor na réznice kwadratow otrzymujemy:
I A et AN (i e G
y=T oy —x y—a y—x
8

= lim y —w
o (VP TV ) (Vi T+ VS ) - (y—x)
— im (y—x)-(y+a)-(°+9°) - (=" +47) _
(VR TS+ 1) - (VS T+ Vs 1) - (y )
im (y+2)-(2°+y*)- (¢"+y") _
v (ViFF TV +1) - (VyF 1+ Vad+1)
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B (z+xz)- (22 +2?) (x*+2*) B
(VS +14+VaS+1) - (VaS+14 Vas+1)
o 2z-22% 22 227
VB 1 2VaB 1 (28 41)%t

W kazdym z kolejnych 10 zadan podaj w postaci liczby caltkowitej lub utamka
nieskracalnego wartosci pochodnej funkcji w trzech podanych punktach.

392.

393.

394.

395.

396.

397.
398.

399.

400.

401.

fla)=Va f(1)=1/3 f(8)=1/12 f@en=1/27
1 / _ ! - _ / - _
flz)= 1) f(1)=-1/2 f(2)=-8/125 f(3)=-—3/250
f(z)=In(2”+1)+arctg 2 fl(H=1 f(2)=4/5 f(3)=3/5
flx)=In(z*+1) f'(1)=3/2 f'(2)=4/3 f'(3)=27/28

f(z) =arctg (27) (=1 f(2)=4/17 f'(3)=3/41
(m):\/24:c+ F(0)=12 F(1)=12/5 f(2)=12/7
)=Vt —w+8 f(-1)=1/6 f(0)=-1/12 ff(1)=1/6

1 ’ . / . / _
f(m):—x4_$2+9 f(=1)=1/27 f(0)=0 f(1)=-1/27

1 ’ _ / . / _
f(m):m f(=1)=-1/80  [f(0)=1/320  f(1)=—-1/80

f@)=V8z+1-V72+1  f(0)=4  f(1)=37/6  f'(3)=303/40

402. Wyznaczy¢ rownanie prostej, ktora jest styczna do obydwu nastepujacych pa-
rabol: paraboli o réwnaniu y = 22 oraz paraboli o réwnaniu y = 2% — 8.

Rozwigzanie:

Niech (a, a?) i (b, b*> — 8b) beda punktami stycznosci szukanej prostej odpowiednio do wy-
kresow funkcji okreglonych wzorami f(z)=2? i g(x) = 2? — 8z. Poniewaz f'(x) =2z
oraz ¢'(x) =2z — 8, réwnanie szukanej prostej ma jednoczesnie postacé

czyli

y=1/(a)-(x—a)+f(a) oraz y=g'(b)-(x—b)+g(b),

y=2a-v—a* oraz y=(2b—8)-x—b>.

Aby obydwa powyzsze rownania definiowaly te samg prosta, muszg zachodzi¢ réwnosci

20=2b—8 oraz —a’=-b.

7 drugiego rownania otrzymujemy a==+b, a poniewaz pierwsze rownanie daje b—a=47£0,
musi by¢ a=—b. Stad b=2 oraz a = —2.
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W konsekwencji szukana prosta ma réwnanie

y=—4x—4.

403. Na potrzeby tego zadania prosta nazwiemy fajng, jesli jest styczna do obydwu
nastepujacych parabol: do paraboli o réwnaniu y = 2? +2 oraz do paraboli o réwnaniu
y = —x%. Wyznaczy¢ réwnania wszystkich fajnych prostych.

Rozwigzanie:

Niech (a, a®+2) i (b, —b?) beda punktami stycznosci szukanej prostej odpowiednio do wy-
kresow funkcji okreslonych wzorami f(z)=2%+2 i g(x)= —z?. Poniewaz

f(x)=2x oraz ¢ (zr)=-—2z,
rownanie szukanej prostej ma jednoczeénie postac

y=['(a)-(x—a)+f(a) oraz y=g'(b)-(x—b)+g(b),
czyli
y=2a-r—a’*+2 oraz y=-2b-x+0b*.

Aby obydwa powyzsze rownania definiowaly te samg prostg, musza zachodzi¢ rownosci

20=—2b oraz —a’+2=0".
7, pierwszego rownania otrzymujemy b= —a, co po wstawieniu do drugiego réwnania

prowadzi do a==+1 oraz b= F1.
W konsekwencji istniejg dwie fajne proste, a ich réwnania to

y=2x+1 oraz y=-2x+1.

404. Na potrzeby tego zadania prostag nazwiemy fajng, jesli jest styczna do obydwu
nastepujacych parabol: do paraboli o réwnaniu y = 22 +2 oraz do paraboli o réwnaniu
y =222 Wyznaczy¢ réwnania wszystkich fajnych prostych.

Rozwigzanie:

Niech (a, a®+2) i (b, 2b*) beda punktami stycznoéci szukanej prostej odpowiednio do wy-
kresow funkcji okreglonych wzorami f(z)=12%+2 i g(x) =222 Poniewaz
f'(x)=2x  oraz  ¢'(x)=4z,
rownanie szukanej prostej ma jednoczes$nie postac
y=f"(a) (x—a)+ f(a) oraz y=g(b)-(x—0b)+g(b),
czyli
y=2a-x—a*+2 oraz y=4b-x —2b* .
Aby obydwa powyzsze rownania definiowaly te samg prosta, muszg zachodzi¢ réwnosci
2a=4b oraz —a®4+2=—-2b".
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7, pierwszego rownania otrzymujemy a = 2b, co po wstawieniu do drugiego réwnania
prowadzi do b= =1 oraz a = +2.
W konsekwencji istniejg dwie fajne proste, a ich rownania to

y=4r—?2 oraz y=—4r—2.

405. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= /23 +° jest
rozniczkowalna w zerze.

Rozwigzanie:
7 definicji pochodnej otrzymujemy
— £(0 33 1 5 33 1 5 34
f’(O)zlimM—imﬂ oy VAT im3x —llm«/l—i—x?

z—0 x—0 z—0 T z—0 R 3 z—0 3

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna w zerze.

406. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:R — R okreslona wzorem f(x) = va*+a6 jest
rozniczkowalna w zerze.

Rozwigzanie:

7 definicji pochodnych jednostronnych otrzymujemy

1O+ . f(x)—f(0) _ Vat4ab R Y .4t ab
f(07)= lim ————= lim —— = lim ———= lim =
z—0% z—0 xz—07F X z—0t v rd z—0t el
= lirgl Vita2=1
oraz
rro— f(x)—£(0) . Vattab NRYZ . Vrtab
f(07)= lim ————== lim —— = lim = lim ———=
z—0-  x—0 z—0~ x z—0~ ]x\ e—0- Sk
44 .6
=— lim R tx =— lim Vita?=-1.
z—0~ T z—0—

Poniewaz pochodne jednostronne funkcji f w zerze sa rézne, funkcja nie jest tam roz-
niczkowalna.

Odpowiedz: Funkcja f nie jest rézniczkowalna w zerze.

407. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:R — R okreslona wzorem

flo) = Va1
jest rézniczkowalna w zerze.

Rozwigzanie:
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Obliczamy pochodna prawostronng funkcji f w zerze:

h2
—_ 4/72 _1_ N
F(0%) = lim f(h)—£(0) — tim Vh2+1—-1-0 — lim \/(\/h2+1+1) (VnZ+1+1) _
h—0+ h h—0+ h h—0+ h
1 1 1

lim = =_.
h~0+¢(\/m—+1) (VAP Fi+1) V22 2

Analogicznie obliczamy pochodng lewostronng funkcji f w zerze:

h2
70 )= tim LSO VVREFTZ120 | ) (v
h—0- h h—0- h h—0- —|h|
1 1 1

= lim — - _ —_ =

(VIR T ) (VIR T ) V22 2

Poniewaz pochodne jednostronne funkcji f w zerze sg rézne, funkcja ta nie jest roz-
niczkowalna w zerze.

408. Wyznaczy¢ taka wartos¢ rzeczywista parametru a, ze funkcja f okreslona wzo-

rem
fl@)=VVa2+l-1+a VVal+1-1
jest rézniczkowalna w zerze.

Rozwigzanie:

Obliczamy pochodng prawostronng funkcji f w zerze:

f()—fF0) V2 r1-1+a- W—h4 1—f(0) _

f(0%) = lim

h—0+ h hHO+
+a- n
y h2+ +1 \/hT-‘rl) (VRi41+1)
g 11m frg
h—0+

1 1 a 1+a

== :
R Wy \A/<m—+1+1).(w—+1+1) V2 VA V2
Analogicznie obliczamy pochodng lewostronng funkcji f w zerze:

F)—f0) . VRZr1-1+a- W—h4 —1-f(0) _

=y 1
o )_hli%lf h h—>0*
~ lim ta (%(\/WH)-(WH) B
_h—>0— —|h‘ o

. 1 a —1—a
= lim

1 1
WL (Vi) (Viriey) V2 VAV
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Funkcja f jest rozniczkowalna w zerze wtedy i tylko wtedy, gdy f'(07)= f(07), czyli

I+a —1-a
V2 o V2
co zachodzi dla a = —1.
Odpowiedz: Podana funkcja jest rozniczkowalna w zerze dla a = —1.

W kazdym z kolejnych 7 zadan dla podanej funkcji f;:R — R podaj wartosci pochod-
nych jednostronnych funkcji f; w zerze.

409. fi(z)=Vva?+1-1 f07)==1/v2 0T =1/v/2
410. folz)=VV2r2 111 07y =—1 ot =1
411. f3(x)=VvVai4+4-2 f3(07)=—1/2 fi(0H)y=1/2
412. f4(:c):\/ 8x2+81—-9 f1(07)=—2/3 fi(0t)=2/3
413, fy(z)=VV2?+1-1 0T ==1//3 07 =1/v/3
14, fo(w) =V Va?+16-2 fé(O‘)z—l/(4\/§) 104 =1/ (4v2)
415, fo(2) =V VB2 H81—3 £(07)=—(v2)/(3v3) 107 =(v2)/(3V3)

416. Funkcja f: (0, +00) — R jest okreslona wzorem
flz)=1+z+2x.
Funkcja g jest ztozeniem 100 egzemplarzy funkcji f:
9(@) = F(F(F (o F(F (@) .-)))
Obliczy¢ ¢’ (100).
Rozwigzanie:

Niech f,, bedzie ztozeniem n egzemplarzy funkcji f. Udowodnimy przez indukcje, ze
ful@) = (Va+n)’
1° Zauwazmy, ze
filw) = @)= (Va+1)",
zatem dowodzone twierdzenie jest prawdziwe dla n=1.
2° Zaktadajac
fal@) = (Va+n)”,

otrzymujemy

fora(@) = f (fale) = f ((VE+n)") = ( (\/E+n>2+1>2: (Va+n+1)*,
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co konczy zasadnicza czes¢ dowodu indukcyjnego.

Poniewaz g = fi00,
d 2
/ o _
J(z)= e (V& +100)" =2 (v +100) -
skad ¢'(100) =11.

1 1 1
_VE+100 100

2V Vro Ve

417. Udowodnié nieréwnosci

1 1
—_— 1— 4 —
1301 <arctg 5 arctg 49 < 1201

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej zastosowanego do funkcji f(z) = arctg x
na przedziale [49, 51] wynika istnienie takiej liczby ¢ € (49, 51), ze
arctg 51 —arctg 49=(51—49)- f'(c)=2- f'(c).

Poniewaz .
/ JR—
f (':E) - .TQ + 1 )
z nieréwnosci 49 < ¢ < 51 otrzymujemy
1 2 2 2 2 2 1

= = < pu— pu—
1301 2602 51241 2+1 49241 2402  1201°

co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.

< arctg bl —arctg 49 =

418. Udowodnié¢ nieréwnosci
1 1
—<In9—-In8 < —.
g S THeSY

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej zastosowanego do funkcji f(x)=Inz na prze-
dziale [8, 9] wynika istnienie takiej liczby c € (8, 9), ze
In9—In8= f'(c).
Poniewaz

1
!/
xr)=—,
fa)=-
z nieréwnosci 8 < ¢ < 9 otrzymujemy

1 1 1
§ < ln9—ln8:f'(c):E < g,

co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.

419. Udowodnié nieréwnosci

1 1
31 <arctg 13 —arctg 8 < 3

Rozwigzanie:
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Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej zastosowanego do funkcji f(z) = arctg x
na przedziale [8, 13] wynika istnienie takiej liczby c € (8, 13), ze

arctg 13 —arctg 8 = (13—8)- f'(c) =5 f'(c) .

Poniewaz .
I R
f (:C) - I‘Z + 1 ’
z nieréwnosci 8 < ¢ < 13 otrzymujemy
1 D 5 5 5 ) 1
< arctg 13 —arctg 8 = < — =

347170 13241 241 82+1 65 13’
co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.

420. Udowodnié nieréwnosé

arctg 64 arctg 12 < arctg 7+ arctg 10.

Rozwigzanie:
Sposob I (oficjalny):

Podana nierownos¢ moze by¢ przepisana w postaci

arctg 12 —arctg 10 < arctg 7—arctg 6.
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej zastosowanego do funkcji f(z) = arctgx
na przedziatach [6, 7] oraz [10, 12] wynika istnienie takich liczb c¢ € (6, 7) oraz d € (10, 12),
ze
arctg 7—arctg 6= f(c) .

oraz
arctg 12 —arctg 10=2- f'(d) .
Poniewaz {
I —
f (Q?) - x2+ 1 )

z nieréwnosci 6 < ¢ < 7 oraz 10 < d < 12 otrzymujemy odpowiednio

1 , 1

50 < arctg 7T—arctg 6= f'(c) = 211 < 37

oraz 9 9 9
— tg12—arctg 10=2-f'(d) = —— < —.
145 = e lemards Fd=g1 101

W konsekwencji

2 2 1
tg 12 —arctg 10 < — < — = — < arctg 7 —arctg 6
arctg arctg 101 100" 50 arctg arctg 6,

co konczy dowdd nieréwnosci podanej w tresci zadania.

Sposob II (rachunkowy):
Niech
f(z) =arctg (6+x) +arctg (12— 2x)
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bedzie funkcja, ktora dla x=01x=1 przyjmuje wartosci rowne odpowiednio lewej i prawe;
stronie dowodzonej nieréwnosci. Zadanie bedzie rozwigzane, jesli wykazemy, ze funkcja f
jest rosnaca na przedziale (0, 1), a do tego wystarczy wykazaé¢ dodatnio$¢ jej pochodnej
na tym przedziale. Mitosnicy rachunkow bez trudu stwierdza, ze

() = 1 N —2 B 202 — T2+ 71 B
C(6+x)2+1 0 (12—22)2+1  ((6+2)241)-((12—2x)2+1)
22% — 4o — 68z +2+68+1 2-(x—1)*4+68-(1—2)+1

(6+2)24+1)-((12—22)2+1) ((6+x)>+1)-((12—22)2+1)’
co wobec dodatniosci ostatniego wyrazenia dla x <1 konczy rozwigzanie zadania.

Sposdb I (wymaga znajomosci pewnej sztuczki):
Skorzystamy z tego, ze arctg = jest argumentem liczby zespolonej 144z oraz z faktu,
ze przy mnozeniu liczb zespolonych ich argumenty si¢ dodaja.
Wobec tego arctg 6+ arctg 12 jest argumentem liczby
18
(146:)-(14+12i) =1+18i—72=—-71+18i =71 (—14—71-2') ,
natomiast arctg 7-+arctg 10 jest argumentem liczby

17
(1+7i)~(1+10i)—1+17i—70——69+17i—69'(—1+69-i> .

Zatem lewa i prawa strona dowodzonej nieréwnosci sa rowne odpowiednio argumen-
tom liczb

—1—|—§-z’ oraz —1—|—g~i.
71 69
Wobec tego dowodzona nieréwnos¢ jest rownowazna nierownosci
18 17
71769

ktora mozemy wykazac nastepujaco:
8 18 1 17 17

—> ==
7172 4 68 69
. L : . I L. .
Uwagi: Poniewaz argumentem liczby zespolonej —1+ 1= 1-— 1" jest liczba
o [ (7r t 4> = tarctg4
m—arctg (- | =7— (= —arc = — +arc
&\ 5 g 9 g,
faktycznie udowodniliémy nieréwnosci
arctg 6 4arctg 12 < g +arctg 4 < arctg 7+arctg 10 .

Zwroémy tez uwage, ze postepujac podobnie jak powyzej, strony dowodzonej nierow-
nosci mozna zapisac jako:
s 71 s 1
arctg 6+arctg 12=—+arctg | — | = = +arctg ([4— —
ghtarctg 12=5+ g<18> 2" g( 18>
oraz

te 7 arcte 10—~ +arcte [ 00) = ™ +arctg (44
arctg 7-+arctg 10 = +arctg | .- | = o +arctg 7 )
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Metodami podobnymi do powyzszych mozna udowodni¢ nieréwnosci rownowazne da-
nej w zadaniu nierownosci:

2 2 1
arctg 12 —arctg 10 = arctg (121) < arctg (86) = arctg <43> =arctg 7T—arctg 6,

1 4 4
arctg 12 —arctg 7 =arctg (17> =arctg (68) < arctg <61> =arctg 10 —arctg 6

oraz

7
arctg 12 —arctg 10 —arctg 7+ arctg 6 = arctg <1041> >0.

421. Udowodnié¢ nierdwnosé

26 - earctg 5 <925. 6arctg 7

Rozwigzanie:

Dowowdzona nieréwnos¢ po obustronnym zlogarytmowaniu przy podstawie e przyjmuje
postac

In26 +arctg 5 < In254arctg 7,
co mozna przepisa¢ jako

In26 —In25 < arctg 7—arctg 5.
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej zastosowanego do funkeji f(x)=Inz na prze-
dziale [25, 26] wynika istnienie takiej liczby ¢ € (25, 26), ze

In26 —In25= (26 —25) - f'(c) = f'(c) .
Ponadto z twierdzenia Lagrange’a zastosowanego do funkcji g(z) = arctg « na przedzia-
le [5, 7] wynika istnienie takiej liczby d € (5, 7), ze
arctg 7T—arctg 5= (7—5)-¢'(d)=2-¢'(d) .

Poniewaz .
! ——
fa)=-
oraz ,
/ —
g ('Z') - $2+1 )
z nieréwnosci 25 < ¢ < 26 oraz 5 < d < 7 otrzymujemy odpowiednio
1 1 1
— < In26—In25=f'(c)=~- < —
g6 < Im-mB=fle)=7 < o
o 12 2 2 1
— < arctg 7T—arctg5=2-¢'(d) < —=—.

25 50 T2+ 2 13

W konsekwencji

1
In26 —1n25 < % <arctg 7—arctg 5,

co konczy dowdd nieréwnosci podanej w tresci zadania.
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422. Dana jest funkcja f: (0, +00) — R okreslona wzorem
flz)= Vo +m.
Dowieéé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x, y zachodzi nieréwnosé
[f(z) = f)l<l|lz—y|.

Rozwigzanie:
Dla z =y dowodzona nierownosé¢ jest oczywista, natomiast przy = #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f (@)= f)l =)l lz—yl,
gdzie ¢ jest pewna liczba lezaca miedzy z i1 y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodzi nieréwnosé
Fa)l<t.
Bezposrednie wyliczenia prowadza do:

l,w—l xﬂ'—l (l,rr)(ﬂ_l)/7r

(Jfﬂ—i-’ﬂ')l_l/ﬂ— o (Iﬂ-‘i_ﬂ-)(ﬂ—_l)/ﬂ— o (LUTF—F?T)(W_D/W

T (m=1)/m
- ( ’ ) <1,
Al S

1 — _
@)= | @+ e

co konczy rozwiazanie zadania.

423. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem
f(z)=+v1022+49000.

Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—10, 10] zachodzi nieréwnosé
[f(2) = f)l<l|lz—y|.
Rozwigzanie:
Dla z =y dowodzona nierownosé¢ jest oczywista, natomiast przy = #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé
[f (@)= f) =)l lz—yl,

gdzie c jest pewna liczba lezaca miedzy z i1 y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [—10, 10] zachodzi nier6wnosé

[f(@)<1.
Bezposrednie wyliczenia potaczone z nieréwnoscia |z| < 10 prowadza do:
102 10- || 10 10 10 10

/(@)=

= = < = :7_17
V102249000 /10+2%0 ~\/10+ %00 /10+90 10

V102249000

co konczy rozwigzanie zadania.

424. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem

(o) =522 +125.
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Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—10, 10] zachodzi nieréwnosé
[f(@) = f)l<2-z—y|.
Rozwigzanie:
Dla z =y dowodzona nieréwnosé¢ jest oczywista, natomiast przy = #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé
@) - F@) = 1F O] lz—3]
gdzie c jest pewng liczba lezaca miedzy = i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [—10, 10] zachodzi nieréwnosé

f'(z)]<2.
Bezposrednie wyliczenia potaczone z nieréwnoscia |z| < 10 prowadza do:
5z 5- || 5 5 5 5
|f'(@)| = 3 = 2| - 5 S o5 625:25:2’
VB2 +125] V522 +125 5+ 541/, :

co konczy rozwigzanie zadania.

425. Dana jest funkcja f:[—1, 1] — R okreslona wzorem
flz)=v22242.
Dowiesé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—1, 1] zachodzi nieréwnosé
|fx) = fy)l <lz—y].
Rozwigzanie:
Dla z =y dowodzona nierownosé¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé
[f (@)= f)l =)l lz—yl,
gdzie ¢ jest pewna liczba lezaca miedzy z i1 y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [—1, 1] zachodzi nier6wnosé
F@)<1.
Dla x =0 powyzsza nier6wno$¢ jest oczywista wobec f'(0)=0, a dla #0 bezposrednie
wyliczenia polaczone z nieréwnoscia |z| < 1 prowadza do:
2z 2-|x| 2 2
f, €T = ‘ = = < = ——= = = ]_ s
()l V2ei42l V222 2+ 2 242 VA2

co konczy rozwigzanie zadania.

2 2

426. Dana jest funkcja f:[—4, 4] — R okreslona wzorem
flz)=vx249.

Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé

7@~ F)] < eyl
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Rozwigzanie:
Sposéb I:

Nalezy udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—4, 4] zachodzi nie-
rownosé

’\/x2+9—\/y2+9'<§-|x—y| :

Przeksztatcamy lewa strone dowodzonej nieréwnosci:

e T e B N e [ A o/

Va2 +9+yZ+9
2 .2
_ =y Clo—yl. |z +y| _
Va2 +9+vy2+9 Va2 +9+y2+9

Dowdd danej w tresci zadania nieréwnosci bedzie zakonczony, jesli wykazemy nierow-
nosé
|z +y| 4
< =
Va2+9+y*+9 5
ktora jest rownowazna nieréwnosci
4
[z +y| < 5 (\/x2+9+ \/y2+9) :
Powyzszg nieréwnos$¢ dowodzimy korzystajac z nieréwnodci trojkata, wykorzystujac
rownosé x| =vx? oraz uwzgledniajac nieréwnosci 22 <16 i y* < 16:

922 1622 | |9y 16y
< — )2 2 | 2 - <
[z +y| <[z]+]y] \/$7+\/37 J 25 T o5 +\j 25 " 25

9-16 1622 9-16  16y> 16 16
<J + +J +—7 :¢-(x2+9)~|—\/-(y2+9):

25 25 25 25 25 25

:;1-(\/x2+9+\/y2+9) .

Sposob I1:
Dla z =y dowodzona nieréwno$c¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f (@)= f) =1 ()] lz =yl
gdzie c lezy miedzy x i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone, jesli wykazemy, ze dla
dowolnej liczby x € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé

4
@<
Bezposrednie wyliczenia prowadza do:
2 x ||
@)1= ms| = | s | = rs-
2-V22+9| V2249 V2249

co jest oczywiscie mniejsze od 4/5 dla =0, natomiast dla x # 0 mozemy kontynuowaé

oszacowania:
|| Va? 1 1 1 4

NZZER VN Vi+5 < J1+32 - ¢25/16:5'
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427. Niech funkcja f:[4, c0o) — R bedzie dana wzorem

fla) =

=—.
x
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [4, 00) zachodzi nier6wnosé

|z —y|
@) = Fl < e

Rozwigzanie:
Sposob I:

Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nie-
rownosci x, y > 4:

@) fy) =] =~

x4 y4

ytoat| |r—yl- (Pt aty+ay’+y°)

2ty
| |<x3+x2y+xy2+y3> | |<1+1+1+1><
= |\ — . = |\ — . JE— [ - -
Y x4y4 a:4y4 :E4y4 x4y4 Yy a:y4 x2y3 x3y2 334?/ =
1 1

1 1 4 1 1
<lz—yl- s tetes :’$—y"@:|$—y|'@:\x—y|'ﬁ,

co konczy dowdd danej w tresci zadania nierownosci dla dowolnych z, y > 4.

x4y4

Nieco inna postaé oszacowan:

@) - F)l =] - S| | < e e D ) ey 2
Ayl iyt iyt vy o
Ty x? y? 1 1 1 1
==l () (gt ) =l () () <
4 4 44 44 4 44 44 256
Sposob I1:

Dowodzona nieréwnos¢ jest oczywista w przypadku x =y, natomiast dla x =y stosu-
jemy do funkcji f twierdzenie Lagrange’a o wartosci éredniej. Na mocy tego twierdzenia
istnieje taka liczba ¢ pomiedzy z i y, a wiec speliajaca nieréwnosé ¢ >4, ze

F@) = W)y |~ 4 _4 11
x~y‘_M@F(ﬁ—é<@_M—%W

co konczy dowod nieréwnosci podanej w tresci zadania.
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428. Dana jest funkcja f:IR — R okreslona wzorem
f(z)=In (e""” + e""‘”) :
Dowieéé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé
[f(x) = fy)l <lz—yl|.
Rozwigzanie:
Pomingwszy trywialny przypadek z =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
wynika réwnosé
|f (@)= fW)l=lz=yl-|f' ()],
gdzie c jest pewna liczba lezaca pomiedzy z i y.
Wystarczy wiec wykazaé, ze |f/(x)| <1 dla kazdej liczby rzeczywistej z, co dowodzimy
nastepujaco:
et —e "
et +e "t

B ‘er_e—x| o |ex|+|_e—w| B 6x+e—x
- e +e T = e +e T - e +e T

/()] =

429. Dana jest funkcja f:IR — R okreslona wzorem
f(x) zln(:z:2+1> .
Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé
|f(@) = f)l<|lz—y|.
Rozwigzanie:

Dla x =y dowodzona nierownos¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f (@)= FWl =11 ()] lz—yl,
gdzie c jest pewna liczba lezaca miedzy z i1 y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé

[f(@)[<1.

Bezposrednie wyliczenia potaczone z nieréwno$cia miedzy srednimi geometryczng
i arytmetyczng prowadza do:

(@)=

co konczy rozwigzanie zadania.

2,
2x ':\/x 1<1

2 X
l’2+1 xz—&-l ’
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430. Funkcja rézniczkowalna f: (0, +00) — (—00, 0) spetnia warunki f(1)=-2/3 oraz
f(2)=-2/5. Dowies¢, ze stad wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej dodatniej x, ze

f(@)=(f(2))* .
Wskazéwka: g(z) = (1:10)
Rozwigzanie:

1
Rozwazmy funkcje g: (0, +00) — (—o0, 0) okreslona wzorem g(z) = ——.

f(x)
Woéwezas g(1)=—-3/21 g(2) =—5/2, skad na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci

sredniej wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej ¢ € (1, 2), ze
g(2)—g(1 —5/2—(—3/2
Jo =290 _ =523

7, drugiej strony

N
Y=o
skad
e
(f(e))? ’
czyli

431. Funkcja rézniczkowalna f: (0, 400) — (0, +00) spelnia warunki f(2)=11 f(4)=4.
Dowies¢, ze stad wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej dodatniej z, ze

fl@) =y f(z).
Wskazéwka: g(z) =2- \/m
Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje g: (0, +00) — (0, +00) okreslong wzorem g(z)=2- \/Ta:) Woéwcezas
9(2) =21 g(4) =4, skad na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej wynika
istnienie takiej liczby rzeczywistej ¢ € (2, 4), ze

Jo= 2092y
7 drugiej strony ' o)
g'(x)=2 2 7@ f(x) @)
skad
o,
f(c)
czyli
fle)=\f(c)
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432. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji f okreslonej wzorem
f)=a2—3-Jo+1]
na przedziale [—2, 2] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

rz+1 dla ze]-1, +0)
|z 41| =
—zr—1 dla z€(—o0, —1)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisaé w postaci
; ?—3z—-3 dla z€[-1,2]
€Tr)=
r?+3z+3 dla ze€[-2,-1)
W konsekwencji pochodna funkeji f wewnatrz przedziatu [—2, 2] jest dana wzorem
) 20—3 dla ze(—1,2)
fix)=
20+3 dla ze (-2, 1)

W punkcie —1 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej ist-
nienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktérych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (—1, 2) réwnanie f’'(z)=0 sprowadza sie do réwnania 2z —3=0,
co ma rozwiazanie z = 3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—1, 2).

2° W przypadku x € (=2, —1) réwnanie f'(z) =0 sprowadza sie do 2z+3 =0, co ma
rozwiazanie x = —3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (-2, —1).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —2 1 2,
e miejsca zerowe pochodnej: —3/2 1 3/2,
e punkt, w ktéorym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1.

f(=2)=1,
f(=3/2)=3/4,
f=1=1,
f(3/2)=—21/4=—5,25,
f2)=-5.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga warto$¢ najmniejsza réw-
ng —21/4 w punkcie 3/2, a warto$¢ najwieksza réwna 1 w punktach —2 oraz —1.
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433. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji f okreslonej wzorem
f(x) :x—l—‘xQ—G‘
na przedziale [—4, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

‘x2—6):{ 22—6 dla mE(—oo, —\/E}U[\/é, —|—oo)
—224+6 dla ze€ (—\/6, \/6)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
r+22—6 dla z€ {—4, —\/G}U[\/B, 3]
f(x):{ r—x2+6 dla xG(—\/E, \/6)

W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—4, 3| jest dana wzorem

| 1422 dla ze (4, —V6)U(VE, 3)
fla)= 1—-22 dla a:E(—\/g,\/Q

W punktach —v/6 i v/6 pochodna moze nie istnieé¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé
jej istnienia — wystarczy dotaczyé¢ te punkty do listy punktéw, w ktérych obliczymy
warto$¢ funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku = € (—4, —\/6> U <\/€, 3) réwnanie f’'(z) =0 sprowadza si¢ do réw-
nania 142z =0, co ma rozwiazanie x = —1/2, ktére jednak nie nalezy do rozwazanego
zbioru (—4, —\/6) U (\/6, 3).

2° W przypadku x € (—\/6, \/6) réwnanie f’'(z)=0 sprowadza si¢ do 1—2x=0, co ma
rozwiazanie x = 1/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—\/6, \/6)

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —4 i 3,
e miejsce zerowe pochodnej: 1/2,
e punkty, w ktérych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —v/6 i /6.

F(~4)=6,
F(—v/6) = 6.
f(1/2)=6,25,
7 (VB) =G,
7(3)=6.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga wartos¢ najmniejszg réw-
ng —v/6 w punkcie —v/6, a wartoé¢ najwicksza réwna 6,25 = 25/4 w punkcie 1/2.
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434. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji f okreslonej wzorem
f(z) :x+’x2—x—6)
na przedziale [—5, 5] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze
2 —r—6=(r—3) (v +2).

Stad
’xg_m_(j)_ ?—z—6 dla x€(—oo0, —2]U[3, +0)
| —2?+2+6 dla ze(-2,3)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
Fla)= 7?2 —6 dla ze[-5, —2]U[3, 5]
| —2?+2x+6 dla ze(-2,3)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—5, 5] jest dana wzorem
Flz) = 2x dla ze (=5, —2)U(3,5)
| —22+42 dla xe(-2,3)
W punktach —2 i 3 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.
Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:
1° W przypadku z € (=5, —2)U(3, 5) réwnanie f’(z)=0 sprowadza si¢ do 22 =0, co ma
rozwiazanie x =0, ktore jednak nie nalezy do rozwazanego zbioru (—5, —2)U(3, 5).
2° W przypadku x € (-2, 3) réwnanie f’(x) =0 sprowadza sie do —2z+2=0, co ma
rozwiazanie x = 1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—2, 3).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —5 1 5,
e miejsce zerowe pochodnej: 1,
e punkty, w ktorych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —2 i 3.

f(=5)=19,

f(=2)=-2,
f)=1,
fB3)=3,
f(5)=19

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga wartos¢ najmniejszg réw-
ng —2 w punkcie —2, a wartos¢ najwieksza rowng 19 w punktach —51 5.
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435. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwicksza wartosé funkcji f okreslonej wzorem
fx)=a—Viz2 +4z+1
na przedziale [—3, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

20+1 dla z€[-1/2, 400)

VA2 +dz+1=/(2z+1)2 =20 +1| =
J@r+1)2=| | —22—1 dla x€(—o0, —1/2)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
r?—2r—1 dla ze[-1/2, 3]
A _{ ?+2x+1 dla ze€[-3,-1/2)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedzialu [—3, 3| jest dana wzorem
20—2 dla ze(-1/2,3)
{ 2e+2 dla ze(-3,-1/2)

W punkcie —1/2 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodne;j:

1° W przypadku x € (—1/2, 3) réwnanie f’(x)=0 sprowadza sie do réwnania 2z—2=0,
co ma rozwiazanie x = 1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—1/2, 3).

2° W przypadku x € (—3, —1/2) réwnanie f'(z) =0 sprowadza si¢ do 2x+2=0, co ma
rozwiazanie = —1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (-3, —1/2).

f'(@)=

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —3 1 3,
e miejsca zerowe pochodnej: —11 1,
e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1/2.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza réw-
na —2 w punkcie 1, a wartos¢ najwieksza réwng 4 w punkcie —3.
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436. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji f okreslonej wzorem
flx) =V922+ 61 +1— 2>
na przedziale [—2, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
f(@) =922+ 6+ 1—22=\/(3r+1)2— 2 = 30 41| —2?
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
3r+1—2? dla re[-1/3,3]
fle)= { —3r—1—2* dla ze[-2,-1/3)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—2, 3| jest dana wzorem
() = { 3—2zx dla ze(-1/3,3)
—3—2z dla ze(-2,-1/3)

W punkcie —1/3 pochodna moze nie istnieé¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodne;j:

1° W przypadku z € (—1/3, 3) réwnanie f’(z) =0 sprowadza si¢ do 3—2z =0, co ma
rozwiazanie x = 3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—1/3, 3).

2° W przypadku x € (—2, —1/3) réwnanie f'(x) =0 sprowadza sie do —3 —2z =0,
co ma rozwiazanie x = —3/2, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (-2, —1/3).

Poréwnamy wartosci funkeji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —2 1 3,
e miejsca zerowe pochodnej: —3/2 1 3/2,
e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1/3.

f(=2)=1,
f(=3/2)=5/4,
f(=1/3)=-1/9,
f(3/2) =13/4,

fB)=1.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga wartos¢ najmniejszg réw-
ng —1/9 w punkcie —1/3, a wartos¢ najwieksza rowna 13/4 w punkcie 3/2.

437. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartosé funkcji f okreslonej wzorem
f(x) :3m—|—’x3—9x‘
na przedziale [—4, vV 10] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sg osiagane.
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Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
2?9z =(zx—-3)-2-(z+3).
Stad
‘:1:3 _9:6‘ _ { r3—9z dla z€[-3,0]U[3, +00)
—23+9z dla z€(—o0, —=3)UE (0, 3)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci

f(:zc):{ 3 —6x dla z€[-3, O]U[?), \/E]
—r34+12z dla xe[—4, -3)Ue (0, 3)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—4, \/E} jest dana wzorem
f,(x):{ 302—6  dla xe(-3,0)U(3, VI0)
—322+12 dla ze(—4, -3)Ue (0, 3)
W punktach —3, 01 3 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktoéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.
Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:
1° W przypadku z € (-3, 0)U (3, \/ﬁ> réwnanie f’(z) =0 sprowadza si¢ do 3z% =6,
co ma dwa rozwigzania x = ++/2, z ktérych tylko jedno, a mianowicie z = —v/2, nalezy
do rozwazanego zbioru (—3, 0)U (3, \/m)
2° W przypadku = € (—4, —3)U € (0, 3) réwnanie f’(z) =0 sprowadza si¢ do 3z =12,
co ma dwa rozwiazania x = +2, z ktérych tylko jedno, a mianowicie x =2, nalezy do
rozwazanego zbioru (—4, —3)U € (0, 3).

Poréwnamy wartosci funkcji f w siedmiu punktach:
e kofice przedziatu: —4 i /10,
e miejsca zerowe pochodnej: —v/2 1 2,
e punkty, w ktérych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —3, 0 i 3.
f(=4)=16, f(=3)=-9, [f(0)=13, [f(2)=16, f(3)=9,
fF(=v2)= (—\/§)S+6-\/§=—2-\/§+6-\/§:4-\/§€ (4,8), bo V2e(1,2),
f(V10) = (V10)* ~6-v10=10-vI10—6-V10=4-VI0€ (12,16), bo VI0€(3,4).

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza row-
na —9 w punkcie —3, a warto$¢ najwieksza rowng 16 w punktach —4 i 2.

438. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji f okreslonej wzorem
f(z)=2x+Va*—98x2+7*
na przedziale [—11, 9] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiggane.

Rozwigzanie:
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Zauwazmy, ze

f(@) =204Vt — 9822 + 74 =2z +/ (#2 — 49)° :2x+‘x2—49
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
i 20+2?—49 dla xe[-11, =7|U[7, 9]
€Tr) =
20— 22 +49 dla ze€(-7,7)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—11, 9] jest dana wzorem
o) 242z dla ze(-11,-7)U(7,9) )
€Tr)=
2—2z dla ze€(-7,7)
W punktach +7 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.
Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:
1° W przypadku z € (—11, —7)U(7, 9) réwnanie f’'(z)=0 sprowadza sie do 2+2z=0,
co ma rozwiazanie x = —1, ktére nie nalezy do rozwazanego zbioru (—11, =7)U(7, 9).
2° W przypadku z € (=7, 7) réwnanie f'(x)=0 sprowadza sie do 2—2z =0, co ma
rozwigzanie x = 1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (=7, 7).

: (1)

(2)

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —111 9,
e miejsce zerowe pochodnej: 1,
e punkty, w ktorym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —7 1 7.

f(=11)=50,

f(=7)=—14,
f(1)=50,
f(1)=14,
f(9)=50

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza réw-
na —14 w punkcie —7, a wartos¢ najwieksza réwna 50 w punktach —11, 11 9.

439. Wyznaczy¢ punkty, w ktorych funkcja f zdefiniowana wzorem
r  10-In(2?+1)

f(:L’):%—T—i—arctgx

osiaga najmniejsza i najwieksza warto$¢ na przedziale [9, 11].

Rozwigzanie:
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Roézniczkujemy funkcje f i korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat roz-
nicy:
, 1 10-2z 1 241 20z 99
fla)=q5— + = — +
99  99-(z24+1) 2241 99-(2241) 99-(22+1) 99-(22+1)
B 2?2 — 202+ 100 (z— 10)?
99 (2241) 99 (a241) "
przy czym w ostatniej nieréwnosci réwnos¢ zachodzi tylko dla x=10. Poniewaz w intere-
sujacym nas przedziale pochodna funkcji f jest dodatnia za wyjatkiem jednego punktu,
w ktorym ma wartos$¢ zero, funkcja f jest w tym przedziale rosnaca.

Odpowiedz: Funkcja f osigga warto$¢ najmniejsza na poczatku przedziatu, czyli
w punkcie 9, a najwieksza na koncu, czyli w punkcie 11.

Uwaga: Na ogdét w tego typu zadaniu nie badalibyémy znaku pochodnej, a jedy-
nie porownalibysmy wartosci funkeji na koncach przedzialu i w miejscach zerowania sie
pochodnej. Jednak w tym wypadku jest to praktycznie niewykonalne bez uzycia kalku-
latora, mamy bowiem:

1 10-1n82
JO) == g +arctg 9~1,105925,
10 10-In101
10)= — — — 0 | arctg 10~ 1,105964
f(10) 99 99 +arctg 10~ 1, 64,
1 10-In122
f(ll):§—97r;+arctg 11~1,105993 .

440. Wyznaczy¢ punkty, w ktérych funkcja f zdefiniowana wzorem

osiaga najmniejsza i najwieksza warto$¢ na przedziale [4, 5].
Rozwigzanie:

Rézniczkujemy funkcje f i korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat réz-
nicy:

L9 81 1 1 9 81 42®°-362+81 (22-9)°
f(w)__x2+4x3+x_:c_x2+4x3_ 423 C 4aB

przy czym w ostatniej nieréwnosci rownosé zachodzi tylko dla £=9/2. Poniewaz w intere-

sujacym nas przedziale pochodna funkcji f jest dodatnia za wyjatkiem jednego punktu,

w ktoérym ma wartos¢ zero, funkcja f jest w tym przedziale rosnaca.

>O7

Odpowiedz: Funkcja f osiaga warto$¢ najmniejsza na poczatku przedziatu, czyli
w punkcie 4, a najwiekszg na koncu, czyli w punkcie 5.

Uwaga: Na ogdét w tego typu zadaniu nie badaliby$my znaku pochodnej, a jedy-
nie poréwnaliby$my wartosci funkcji na koncach przedziatu i w miejscach zerowania sie
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pochodnej. Jednak w tym wypadku jest to praktycznie niewykonalne bez uzycia kalku-
latora, mamy bowiem:

207
=" "tInd~ 4
f(4) = Jog +Ind~3,00348,

£(9/2) = 2—1—111(9/2) ~3,00408

279
=—+Inb~ 444 .
f(5) 200+n5 3,00

441. W stozku o objetosci 1 chcemy umiesci¢ walec w taki
sposob, ze jedna z podstaw walca lezy w ptaszczyznie podsta-
wy stozka, a obwdd drugiej podstawy walca lezy na powierzch-
ni bocznej stozka. Rysunek obok przedstawia widok z boku,
ewentualnie przekrdj ptaszczyzng zawierajaca wspolng os obro-
tu stozka i walca. Jaka najwieksza objetos¢ moze mie¢ walec?

Rozwigzanie:
Niech r bedzie promieniem podstawy stozka, a h jego wysokoscia. Jezeli walec ma wy-
soko$¢ x € (0, h), to jego podstawa ma promien 7 - (1 — %), co ustalamy na podstawie
prostych rozwazan geometrycznych.

Wowcezas objetos¢ walca jest rowna

V(z)=n-z-r* (1—2)2 :

Zauwazmy, ze

lim V(z)= lim V(z)=0,

xz—0t x—h~=

a ponadto

Wobec tego V'(z) =0 dla z = h/3, co prowadzi do maksymalnej objetosci walca réwnej

2 . . 2
V(h/3)—7r~g~r2-<1—h/3) _mher %:%

h 3 9 9
W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy z podanego w tresci zadania zaltozenia, ze sto-
zek ma objetosé 1=mr2h/3.

Odpowiedz: Najwieksza mozliwa objeto$é walca wynosi 4/9.
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442. W trojkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o rownaniach y =0 i
x =1 oraz parabolg o réwnaniu y = 2? chcemy wpisaé prostokat jak na rysunku
obok. Jakie najwigksze pole moze mie¢ taki prostokat?

Rozwigzanie:

Niech (a, a?), gdzie a € (0, 1), bedzie wierzchotkiem prostokata lezacym
na paraboli.
Wowczas pole prostokata jest rowne

Pla)=(1—a)-a*=a*—a’.

Zauwazmy, ze
lim P(a)= lim P(a)=0,

a—0t a—1—
a ponadto
P'(a)=2a—3a*.

Wobec tego P’(a)=0 dla a=2/3, co prowadzi do maksymalnej wartosci pola prostokata

rownej
2 1 4 4
o()-bih
3 39 27
Odpowiedz: Najwieksze mozliwe pole prostokata wynosi 4/27.

Uwaga: Uzywajac odpowiedniej wersji' nieréwnogci miedzy érednimi geometryczng
i arytmetyczng mozna unikngé¢ rézniczkowania.

Mamy bowiem
a a
2 2
gdzie otrzymalismy iloczyn trzech czynnikow dodatnich o stalej sumie rownej 1, a taki
iloczyn jest najwiekszy, gdy wszystkie trzy czynniki sg réwne, czyli réwne 1/3.

P(a) = (1—a)-a®> = 4 - (1—a)-

443. W trojkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o rownaniach y =0 i
x =1 oraz krzywa o réwnaniu y = 2> chcemy wpisaé prostokat jak na rysunku
obok. Jakie najwieksze pole moze mie¢ taki prostokat?

Rozwigzanie:
Niech (a, a?), gdzie a € (0, 1), bedzie wierzchotkiem prostokata lezacym

na krzywej.
Wowczas pole prostokata jest rowne

Pla)=(1—a)-a*=a*—a*.

Zauwazmy, ze
lim P(a)= lim P(a)=0,

a—0t a—1—

x—l—y—&—z-w—&—y—i—z _ rT+y+z
3 3 3

1

Yz <
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a ponadto

P'(a) =3a*—4a®.
Wobec tego P'(a) =0 dla a=3/4, co prowadzi do maksymalnej wartosci pola prostokata

rownej
()1 2
4) 4 64 256

Odpowiedz: Najwieksze mozliwe pole prostokata wynosi 27/256.

444. Dana jest funkcja f:R — R okredlona wzorem f(z) = v/22+ 12. Dowies¢, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnos¢

|z —y|
(@)= fWI< =5~

gdzie C'=6 (wersja trudniejsza) lub C'=3 (wersja latwiejsza).

Rozwigzanie:
Rozwigzanie wersji tatwiejszey:

Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

a'=b'=(a*=b*) - (a®+%) = (a—b)- (a+b)- (a’+1%) ,
ktory przy zatozeniu a+0b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
4 b4
a
(a+b)-(a2+0%)"

Przyjmujac a = V22+12 oraz b= Vy?+12, zauwazamy, ze a+b >0 i przeksztalcamy
lewa strone dowodzonej nierownosci:

IV — (1+12) — (1 +12) _
£ () f@”_’aﬁ+12 w*ﬂﬂ‘w(&ﬁ+&2+é@%+mxv%1+m+wﬁﬁ+1@ N
- |22 — 2|
(Va2 12+ VP 12) - (Va2 + 12402+ 12)
_ [z —y[-|z+y|
(Va2 +12+ V7 +12) - (Va2 + 124+ VP +12) |

a—b=

Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a2 otrzymujemy:

|z y| < ||+ |y = Va2 + 1y < ViR 1242 + 12,

skad
[z +y|

VrZ+12+Vy2+12

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1

< = .
V2124 VP12 J0+124+0+12 2. V12
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Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z —y|-|z+y| _
(Va?+ 12+ V27 12) - (Va2 T 124+ Vo2 12)
1 |z +y|

=z —yl|-

Vit 12+ Y12 Vart124+ i

gl = eyl lr—yl_lr—yl
2.v12 V16-12 V9.9 3

<o —

Rozwigzanie wersjyi trudniejsze;:
Pominawszy trywialny przypadek x =y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
wynika réwnosé
[f (@)= f)=lz—yl-[f ()],
gdzie ¢ lezy pomiedzy x i y.
Wystarczy wiec wykazaé, ze |f'(x)| <1/6 dla kazdej liczby rzeczywistej .
Przyjmujac?

T
/
g(z)=f(x)= 2 (212"
otrzymujemy
~1/2
lim g(x)= lim T~ lim ’ =0
r—+00 :c—»:l:ooQ‘($2_|_12)3/4 33—>:t002.<1_|_12.x72)3/4

Zauwazmy, ze g jest rozniczkowalna na catej prostej, a jej pochodna jest dana wzorem
g'(z)= 1 31 S 774
2-(22+12) 4-(x2412)
Rozwiazujemy réwnanie na zerowanie si¢ tej pochodnej:
1 _ 3z
2 (224+12)%* 4. (a2412)"7*
2- (2 +12) =327,

2-12 =22,
r==42-V6.

Wyliczamy wartosé¢ funkcji ¢ w miejscach zerowych pochodnej:

g (£2-v) = +2-1/6 2-v/6 2.v6 1

3/4 2[3/4 G3/2
2 ((£2:6)" +12) 230 20 0

Stad wynika, ze funkcja g przyjmuje najmniejsza i najwiekszg warto$¢ odpowiednio
—1/611/6, skad |g(z)| < 1/6 dla kazdej liczby rzeczywistej .

W celu unikniecia pojecia pochodnej drugiego rzedu, gdyz to pojecie nie pojawilo sie jeszcze
na wyktadzie.
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445. Dowiesé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej € (2, 4) zachodzi nieréwnosé &/z>+/2.

Rozwigzanie:
Niech f(z)= /.
Wowczas 11
—Inx
Fa)= ¥

Zatem f'(z)>0 dla x <e oraz f'(z) <0 dla z>e.
Wobec tego funkcja f jest rosnaca w przedziale [2, e] 1 malejaca w przedziale e, 4],
a poniewaz f(2) = f(4) = /2, otrzymujemy ¥z >v/2 dla z € (2, 4).

446. Wyznaczy¢ najwiecksza wartosé funkcji f : IR — R okreslonej wzorem
f(x)=5sinx —sinbz .

Rozwigzanie:
Poniewaz funkcja f jest okresowa z okresem 27 i rézniczkowalna, wystarczy poréwnac
wartosci funkeji w miejscach zerowych pochodnej znajdujacych sie w przedziale [0, 27).

Skoro

f'(x)=5cosx —5cosbr,
réwnanie f'(x) =0 jest réwnowazne réwnaniu
COST = COSOT .

Poniewaz réwnosé
COST = COSY

jest réwnowazna istnieniu liczby catkowitej k i znaku =+ takich, ze

y=2kn+tux,
otrzymujemy réwnanie
br=2kr+tx,
czyli
(5F1)-x=2km.
Wobec tego
k k
p="" lub r="" ,
2 3

co w potaczeniu z warunkiem x € [0, 27) prowadzi do o$miu miejsc zerowych pochodnej
w jednym okresie.
Sprawdzajac wartosci funkcji f w tych osmiu punktach otrzymujemy:

f0)=0,  f(x/3)=3V3,  f(x/2)=4,  [f(2r/3)=3V3,
f(r)=0,  f(4n/3)==3V3,  f(B3n/2)=—4,  f(51/3)=—-3V3.

Odpowiedz: Najwieksza wartosé funkcji f jest rowna 3+/3.
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447. Niech f(x)=4cosz+sindz. Podaé wszystkie miejsca zerowe pochodnej funkcji f
w przedziale [0, 27).

Odpowiedz:
T T 97 7T 137 177w 117

10’ 2’ 107 6’ 10’ 10’ 6

448. Rozstrzygnaé, ktora liczba jest wigksza:
16-arctg 74+1n13 czy 16-arctg 841n10 ?

Wskazéwka 1: Podane liczby sa wieksze od 25, a réznia sie o mniej niz 0,02 — nie
probuj bezposredniego szacowania.
Wskazéwka 2: Zbadaj funkcje pomocnicza f(x)=16arctg x —In (2?4 1).

Rozwigzanie:

Rézniczkujac podang we wskazowce funkcje pomocnicza otrzymujemy
16 2z 2(8—x)
"(z)= — = >0
(@) ?2+1 2241 2241
dla z < 8. Zatem funkcja f jest rosnaca w przedziale (—oo, 8]. W szczegdlnosci f (7)< f(8),
skad dostajemy kolejno:

16-arctg 7—In50 < 16-arctg 8 —1In65,
16-arctg 74+1n65 < 16-arctg 8+1nbH0,

16-arctg 74+1n13+1In5 < 16-arctg 841n10+1Inb,
16-arctg 74+1n13 < 16-arctg 8+1nl0.

Odpowiedz: Wicksza jest liczba 16-arctg 8 +-1n10.

W kazdym z 10 ponizszych zadan podaj najwieksza wartos¢ funkcji f na przedziale
[0, 00). Odpowiedzi podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.

449. f(z)=+r—22*> 3/8

450. f(r) =4z —2> 3
451. f(x)=32y/x—2*> 48
452, f(r) =4z 272> 1
453. f(r)=32y/r—272> 16
454. f(x)=4\x—1252> 3/5
455. f(r)=6yz—2° 5
456. f(r)=3\z—162° 5/4
457, f(x) =8z —az* 7
458. f(r)=+/r—162* 7/16
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459. Funkcja f:R— R jest okreslona wzorem f(z)=

et —e "

5 Funkcja g: R — R jest
funkcja odwrotna do f, tzn. f(g(x))=g(f(x)) =z dla dowolnej liczby rzeczywistej x.

Poda¢ wzor na pochodna funkcji g. Poda¢ przyktad takiej liczby wymiernej = > 1,
ze liczba ¢'(z) jest wymierna.
Rozwigzanie:

Sposob I:

Rownosé g(x) =y jest réwnowazna réwnosci f(y) =z, czyli

ey — 67y
xr=
lub inaczej

()
jesli przyjmiemy ¢t =eY. Przy tych oznaczeniach mamy ¢ >0 i y =Int. Rozwiazujemy
réwnanie (&) tak, aby wyznaczyé t w zaleznosci od x:
2t =t>—1,

t?—22t—1=0,

,_ 2wV
===,

t=x+tVa2+1,
skad wobec t >0 musimy przyja¢ ” +”7 =" +”. Ostatecznie

t=z+va2+1
i w konsekwencji

g(x):y:1n<x+\/:c2+1> .

Majac jawny wzor okreslajacy funkcje g bez trudu obliczamy jej pochodna:
1+ 2z V24l T Variiltx
g/(l‘) 22241 V2241 V241

— — Vo o 1
r+vVarr+1 r+vVarr+1 r+vVei+1l a2+l

Jako przyktad liczby wymiernej x> 1, dla ktérej ¢'(x) jest liczba wymierna, przyjmij-
my = =4/3. Otrzymujemy wtedy

) —d(4)3y e L 1 3
gl =g ) = J16/9+1 \/25/9 5

Sposob I1:

Zauwazmy, ze

ev+e Y e +2+e 2

e —2+e % 1 ey —ev\? 1
2 4 4 = < 2 >+ N
=V(f(y)*+1.
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Ze wzoru na pochodng funkcji odwrotnej otrzymujemy

L 1 o
T PE) T @)l VR

W powyzszych przeksztalceniach wykorzystaliSmy réwnosé

F) =V (fy)*+1

dla y=g(x).

Dla urozmaicenia tym razem jako przyktad liczby wymiernej z > 1, dla ktérej ¢'(x)
jest liczba wymierna, przyjmijmy = =12/5. Otrzymujemy wtedy

o) — o S S
9(e)=g12/5)= J144/25+1  \/169/25 13’

460. Niech funkcja f:R— IR bedzie funkcjg odwrotng do funkcji g: R — R zdefinowane;j
wzorem g(z) = 2° +x. Obliczyé¢ f/(0), f'(2) i f/(34).
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze pochodna funkcji g dana jest wzorem
g (r)=5z"+1.
Zauwazmy tez, ze
9(0)=0, g(1)=2 oraz g(2)=34,
skad odpowiednio
f(0)=0, f(2)=1 oraz f(34)=2.

Ze wzoru na pochodna funkcji odwrotnej otrzymujemy

1
fl(z)= ,
ATIE)
co po podstawieniu kolejno x =0, x =2 i x = 34 prowadzi odpowiednio do
1 1 1 1
! O == = = = - = ,
FO0= GGy = 9@ 500411
1 1 1 1
!
2 — = — e
@ g(f(2) g¢(1) 5-1"+1 6
1
1 1 1 1
! 34 = = — = —,
34 g(f(34)) ¢(2) 5-2'+1 81
Odpowiedz:
1 1
f/<o):17 f/(2>:6 oraz f/(34>:8—1 .
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461. Niech funkcja f:IR—IR bedzie funkcjg odwrotng do funkcji g: R — R zdefinowane;j
wzorem g(z) = 2°+9z. Obliczyé¢ f/(0), f/(10) i £/(100).

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze pochodna funkcji ¢ dana jest wzorem

Zauwazmy tez, ze

skad odpowiednio

f(0)=0,

g (r)=32*+9.
g(1)=10 oraz g¢(4)=100,

f(10)=1 oraz f(100)=4.

Ze wzoru na pochodng funkcji odwrotnej otrzymujemy

co po podstawieniu kolejno x =0, =10 i x =100 prowadzi odpowiednio do

P00 = (00 ~ g~ 3429 57

Odpowiedz:

, B 1
F@=GG@y
1 B 1 B 1 _1
7)) " g(0) 30249 9’

1 1

1
J(f10)) ¢'(1) 31249 12

1 1 1 1

f(10) = 112 oraz  f'(100) = 517 .

W kazdym z kolejnych 7 zadan funkcja g;: R — R jest funkcja odwrotng do funkeji
fi :R— R okreslonej podanym wzorem. W kazdym z tych zadan podaj w postaci
liczby calkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej funkcji g; w trzech

podanych punktach.
462. fi(z) =2+
463. fy(x) = x4z
464. f5(z)=2°45x

465. fi(x) =245z

Lista 11R

91(0)=1 % (2)=1/4

92(0) =1 92(2)=1/8

95(0)=1/5 95(6)=1/8

94(0)=1/5 94(6)=1/10
- 271 -

¢,(130)=1/76

¢5(130) =1/449

gh(42)=1/32

94(42)=1/85
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466. f5(z)=2%+2z g(3)=1/5 g5(12)=1/14 g5(72) =1/50
467. fo(z)=2"+4x 95(5)=1/7 96(16)=1/16 96(80) =1/52
468. f;(r)=22"+x a(3)=1/7 g,(18)=1/25 g.(57)=1/55

W kazdym z kolejnych 5 zadan dla podanej funkcji g; : R — R funkcja f;: R — R jest
okreslona wzorem
filgi(x)) =2 +3z.
W kazdym z tych zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub ulamka nieskra-
calnego wartosci pochodnej funkcji f; w trzech podanych punktach.

469. gi(v)=2*+2+6  f](8)=3/2 f1(16)=15/13 f1(36)=15/14
470. go(z)=a+2c+3  fi(6)=6/5 f2(15)=15/14 f4(36) =30/29
471. g3(x) =22+ fi(3)=6/7 f4(18)=3/5 fi(57)=6/11
472. gy(z) ="+ +2 f1(2)=3 fi4)=1 11(36)=5/27
473. gs(z)=a"+2z  fL(0)=3/2 fi(3)=6/7 11(36) =15/82

474. Funkcja f: (0, +00) — R jest okreslona wzorem

f(x)zln(ew—'—l).

et —
Funkcja g jest ztozeniem 2020 egzemplarzy funkcji f:

g(e) =f(FfC U ()--))) -

Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ <\/E> jest wymierna.

Rozwigzanie:

Wykresem funkcji f jest krzywa o réwnaniu

T e +1
y= et—1) "

Przeksztatcanie tego réwnania prowadzi kolejno do réwnan réwnowaznych

e’ +1
Cer—1
er-e¥—eV=e"4+1,

eY

Y

e’-el—et—eV=1.
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Poniewaz ostatnie réwnanie nie zmienia si¢ przy zamianie x i y, krzywa opisana tym
roOwnaniem jest symetryczna wzgledem prostej o réwnaniu x=y. To oznacza, ze funkcja f
jest odwrotna sama do siebie, czyli f(f(z))=x dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej x.
W konsekwencji g(x) ==z dla >0 1 ¢ () =1. W szczegblnosci ¢’ (x/E) =1 jest liczbg
wymierng.

475. Znalez¢ najmniejszg i najwieksza warto$¢ funkcji

:L.QOQO :CQOQO :CQOQO .’L'2020
(& (& (& (&
f(x)=arctg| | e +1 + Ve —1 — 1|+ arctg|\e +1 — Ve -1 -1

na przedziale [10, 50] i okresli¢, w ktérych punktach te wartosci sa przyjmowane. Dopro-
wadzi¢ wartos$ci najmniejsza i najwieksza do tak prostej postaci, aby byto widac, czy sa
to liczby wymierne, czy niewymierne.

Wskazéwka: f=goh, gdzie

2
g(t) =arctg (t—1)+arctg (t - 1>

oraz

h($) _ \/6612020 14 \/eezmzo 1

Rozwigzanie:

Funkcja ¢g: (0, +00) — R okreslona wzorem

2
g(t) =arctg (t— 1) +arctg <t - 1)

ma pochodnag
1 —2/t? 1 2
,t e —|— ot — e
g() (t—1)2+1 <%_1)2+1 2=2t+2  (2—t)"+12

1 2 B 1 1 _0
£2-2t+2 4—4t+22  2-2t42 2-2t+4t2 '
jest wiec stata. Poniewaz

g(1) =arctg 0+arctg 1 = g ,

mamy ¢(t) =m/4 dla kazdego t € (0, 400).
Pozostaje zauwazy¢, ze przyjmujac

f— \/€e$2020 1 \/66352020 1

otrzymujemy
i = \/6612020 +1— \/6612020 -1,
skad
f@)=gt)=".

Zatem f jest funkcja stata rowna m/4. W konsekwencji przyjmuje ona na calym rozwa-
zanym przedziale [10, 50] najwieksza (a zarazem najmniejsza) wartosé 7 /4 (niewymierna,
bo 7 jest niewymierne).
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476. Funkcja f: Z — Z, gdzie Z =R\ {1}, jest okreslona wzorem
x

Funkcja g jest ztozeniem 666 egzemplarzy funkcji f:

9(@) = fFUCFUf(2)-))
Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ (\/5) jest wymierna.

Rozwigzanie:

Wykresem funkcji f jest krzywa o réwnaniu
x

y = —=——
Vet -1
Przeksztatcanie tego réwnania prowadzi kolejno do réwnan rownowaznych

1.3

3 _

y - '1:3 . 1 )
P =20,
Pyt =2+

Poniewaz ostatnie réwnanie nie zmienia si¢ przy zamianie x i y, krzywa opisana tym

rOwnaniem jest symetryczna wzgledem prostej o rownaniu x=y. To oznacza, ze funkcja f

jest odwrotna sama do siebie, czyli f(f(z)) =2 dla kazdej liczby rzeczywistej = # 1.

W konsekwencji g(z) =z dla x # 1, wobec czego ¢'(x) =1. W szczegdlnosci ¢’ (\/5) =1

jest liczba wymierna.

477. Funkcja f: Z — Z, gdzie Z =R\ {0, 1}, jest okreslona wzorem

Funkcja g jest ztozeniem 666 egzemplarzy funkcji f:

9(@)=fFCFf(2)--))
Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ <\/§> jest wymierna.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

flay= VL -

x3’

1 1 1 x3 -1

S F R R S g P
(F(f(@))
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Z otrzymanej réwnosci f(f(f(z))) =z wynika g(x) =2z dla z € Z, co daje ¢'(z)=1.
W szczegdlnosei ¢’ \/5) =1 jest liczbg wymierng.

478. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okre$lona wzorem

e*r — 2% —2x—1

Fa) = = dla x#0
A dla =0
jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
e?h—2h2—2h—1
R L

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0 )
zastosowaé regute de I’Hospitala.
2% —4h—2—3Ah?
! T
f1(0)= limy Ah3 '
Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone g, mozemy wiec po raz drugi zastosowac
regute de I’'Hospitala.

4e2h — 4 —6AN
/ BT
£(0) = lim 1212

Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz trzeci zastosowaé

0?
regute de I’'Hospitala.

82 —6A
'(0) =lim —————.
F(0) =S YTA
Przy h— 0 otrzymujemy iloraz %, co ma postac nieoznaczona 8 dla A=4/3. Wéwezas
mozemy po raz czwarty zastosowaé regute de I’'Hospitala.

16e2 16 2
'(0) = I e
FO)=lm— = =51=3

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=4/3 i wéwczas f'(0) =2/3.

479. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

1—
ST la x#0

flr)={ e—1-a
A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
_ f(R)=f0) . b A 1_cosh— A+ A+ Ah
/ _ — € —
L A VS iy
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Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0°?
zastosowac regute de I’Hospitala.
sinh — Ael + A
f(0)=lim .
h—0 el +heh —1—2h
Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nicoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastosowaé

0’
regute de I’'Hospitala.

cosh— Aeh
f0)=lm ————.
h—0 2eh 4+ hel —2
=5~ co ma postac nieoznaczong % dla A=1. Wowczas
mozemy po raz trzeci zastosowac regute de I’Hospitala.

, —sinh —eh 1
f(0)

=1m —-———-———=——.
h—0 3el + heh 3

Przy h — 0 otrzymujemy iloraz =4

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A =11 wéwczas f'(0)=—1/3.

480. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
&3 —e2 —In(1+x)

F) = = dla z#0
A dla =0
jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
e3h—62h—ln 1+h
£(0) = lim f(h);f(())  lim th()—A  tim eBh—e%—h;th)—Ah? |

Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 8, mozemy wiec

zastosowac regute de I’Hospitala.
3edh —2e2h — L _9Ap
/ 1 1+h
f1(0) = lim 7,2 -

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastosowaé

07
regute de I’'Hospitala.

/ T
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz G_OZA, co ma posta¢ nieoznaczona % dla A=3. Wowczas
mozemy po raz trzeci zastosowac¢ regute de 1’'Hospitala.
27e3h —8e?h — 2 17
/ T (+h)s L1

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A =3 i wéwcezas f'(0) =17/6.
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481. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
2re* —1In(142x)

)= = dla z#0
A dla =0
jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
e~ —In(1+2h) —h 3
_ f(h)—f(0)  Ghe=QEh) 4 ope=h_In(142h)— Ah
/ g —_— h g
FO= = = 2 i |

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0°?
zastosowac regute de I’Hospitala.

—h —h 2
2e —2he ~ Tien 3Ah2 ‘

1(0) = Jim AR

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nicoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastosowaé

0’
regute de I’Hospitala.

—de " +2he ™" + (g5 —6AR

/ T
£(0)=lim 1212

Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz trzeci zastosowaé

07
regute de I’Hospitala.

—h_ —h __ 16 .
F(0) = tim o2~ Gy ~04
70 24h '
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz %’6‘4, co ma postaé¢ nieoznaczong % dla A=-5/3.

Wowcezas mozemy po raz czwarty zastosowac regute de I'Hospitala.
—8e " +2he "+ 849688 11

'(0) = I 0
f(0) = Jim 24 24 24 3

Odpowiedz: Funkcja f jest rozniczkowalna dla A= —5/3 1 woéwczas f'(0) =11/3.

482. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

e —+/1+x

f@)=! Wi+ 70
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
el —
f'(0) =lim f(h) = F(0) = lim ln(ﬂ_ = lim ' —V1+th—A-In(1+h) .
h—0 h h—0 h h—0 h-In(1+h)
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Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 8, mozemy wiec

zastosowac regute de I’Hospitala.
eh— L A
! 0 — llm 2’\/ 1+h 1+h )
10) h—0 ln(l—l—h)-I—fl_}:h

Przy h— 0 otrzymujemy iloraz 1/ ZO_A, co ma posta¢ nieoznaczong % dla A=1/2. Wéwcezas
mozemy po raz drugi zastosowac regute de I’'Hospitala.
h 1 1/2
e+ + 7
F1(0) = i DT T T

1
h=0 T+ T 3

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=1/2 1 wéwczas f'(0)=7/8.

483. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

e’ z+1

e —e

f(z)= z?
A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
el _ht1 h
. f(h)—f(0) . ==5——A e —elMtl-Ap?
/ _ — h —
PO == =i

Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 8, mozemy wiec

zastosowaé regute de I’Hospitala.
h
et el —ehtl _2Ah
! K
f10)= iy 32
Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone g, mozemy wiec po raz drugi zastosowac
regute de I’Hospitala.

el 2h | et h__ _h+l
e e ee e —e"—2A
£(0) = lim i .
h—0 6h
Przy h— 0 otrzymujemy iloraz 6_02’4, co ma postac¢ nieoznaczona % dla A=e/2. Wowczas
mozemy po raz trzeci zastosowac regute de I’Hospitala.

, e eeh-€3h+2-€eh-€2h+€6h'62h+eeh~6h—€h+1_ﬁ_%
f(0) =lim =—=—.
h—0 6 6 3

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A =e/2 i wowcezas f'(0) =2¢/3.
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