Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2021/22

Kolokwium nr 4: poniedziatek! 10.01.2022, godz. 10:15-11:00, material zad. 1-483.

Zadania do omdéwienia na éwiczeniach
w poniedziatek 20.12.2021, wtorek 21.12.2021,
poniedziatek 3.01.2022 i wtorek 4.01.2022.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed ¢wiczeniami !!!

389. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzoér na pochodng funkcji f
okreslonej wzorem f(x)=+/22+1.
Uwaga: Nie wolno uzywacé reguly de I’Hospitala lub w inny sposéb omijaé bezposrednie korzystanie z definicji

pochodnej. Ta sama uwaga dotyczy kolejnych dwéch zadan.

390. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzoér na pochodng funkcji f

okreslonej wzorem f(z)= /x na przedziale (0, +00).

391. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodng funkcji f

okreslonej wzorem f(z)= v/z5+ 1.

W kazdym z kolejnych 10 zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka
nieskracalnego wartosci pochodnej funkcji w trzech podanych punktach.

392. f(z)=x ff()y=...... 8= ...... fen=......
1 / _ / _ / _
393. f(x):m HO T F2)=..... F3)=.....
394. f(z)=In(2”+1)+arctg 2 f=.... f2)=.... F@3)=....
395. f(z)=In(2"+1) = ..... fl@2=.... 3= .....
396. f(z)=arctg (%) = ... fl(@2)=..... )= ...

397. f(z)=+v2dz+1 F0)=...... F)=...... F@)=......
398. f(z)=Va®—1+8 fl(=1)=..... F0)=..... ffy=....

1 / _ ! _ ! _
399. f(:c)zm fl(=1)=..... fl)y=..... ff()y=.....
400. f(m):m Fl=1)=..... FO)=..... F)=.....
401. f(z)=vB8z+1-V722+1 F0)=.... Fl)=.... F3)=....

"W przypadku, gdy 10.01.2022 beda zajecia zdalne, kolokwium najprawdopodobniej odbedzie sie
zdalnie na wykladzie w srode 12.01.2022 o godz. 8:15. Dopuszczam takze przelozenie kolokwium nr 4
na poniedziatek 17.01.2022 i polaczenie go z kolokwium nr 5 — to w sytuacji zaje¢ zdalnych 10 stycznia
i perspektywy zajeé¢ stacjonarnych 17 stycznia. Dopuszczam tez inng reorganizacje kolokwiéw adekwatna
do sytuacji epidemiologicznej.
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402. Wyznaczy¢ rownanie prostej, ktora jest styczna do obydwu nastepujacych pa-
rabol: paraboli o réwnaniu y = 22 oraz paraboli o réwnaniu y = x> — 8.

403. Na potrzeby tego zadania prostag nazwiemy fajng, jesli jest styczna do obydwu
nastepujacych parabol: do paraboli o réwnaniu y = 22 +2 oraz do paraboli o réwnaniu
y=—x%. Wyznaczy¢ réwnania wszystkich fajnych prostych.

404. Na potrzeby tego zadania prostg nazwiemy fajng, jesli jest styczna do obydwu
nastepujacych parabol: do paraboli o réwnaniu y = 22 +2 oraz do paraboli o réwnaniu
y =222, Wyznaczyé rownania wszystkich fajnych prostych.

405. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= /23 + 5 jest
rozniczkowalna w zerze.

406. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= vz + a8 jest
rozniczkowalna w zerze.

407. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:R — R okreslona wzorem
fl)=VVa?+1-1

jest rézniczkowalna w zerze.

408. Wyznaczy¢ taka warto$é rzeczywistg parametru a, ze funkcja f okreslona wzo-

rem
f(x):\/\/ﬁ——l—l—1+a~\4/m—1

jest rézniczkowalna w zerze.

W kazdym z kolejnych 7 zadan dla podanej funkcji f;:R — R podaj wartosci pochod-
nych jednostronnych funkcji f; w zerze.

409. f;

410. folz) =222 111 10 )= A0 =

411. f3

413. f5

414. fg

()
()
()
412. f4(a:)=\/ 822+81—9 (07)= [0 =
(z)
(z)
(z)

415, fr(z) =V V822 +81—3 0 Y= O =
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416. Funkcja f: (0, +00) — R jest okreslona wzorem
flx)=14z+2yx.

Funkcja g jest ztozeniem 100 egzemplarzy funkcji f:

g9(x) = f(ffC- ff(2)-2))) -
Obliczy¢ ¢’ (100).

417. Udowodnié¢ nieréwnosci

1 1
— tg 5l — tg 4 —.
1301 < arctg 51 —arctg 49 < 1201

418. Udowodnié¢ nieréwnosci

1 1
§<ln9—1n8<§.

419. Udowodnié¢ nieréwnosci
1 1
31 <arctg 13 —arctg 8 < 3

420. Udowodnié¢ nierdwnosé

arctg 6+ arctg 12 < arctg 7+ arctg 10.

421. Udowodnié nierdwnosé

26 - earctg 5 <925. earctg 7

422. Dana jest funkcja f: (0, +00) — R okreslona wzorem
flz)= Vo +m.
Dowieé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich z, y zachodzi nieréwnosé

[f (@)= fy) <]z —y|.

423. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem
F(z) = V1022 19000 .

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [-10, 10] zachodzi nieréwnosé

|f(x) = fy)| <|z—yl.

424. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem
f(z)=v5bx?+125.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [-10, 10] zachodzi nieréwnosé

[f(@) = fy)l<2-[z—y|.
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425. Dana jest funkcja f:[—1, 1] — R okreslona wzorem
flz)=v22242.

Dowiesé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—1, 1] zachodzi nieréwnosé

[f (@)= fl<le—yl.

426. Dana jest funkcja f:[—4, 4] — R okreslona wzorem
flx)=va2+9.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé

F@) = FW) < 5 lr—sl

427. Niech funkcja f:[4, c0) — R bedzie dana wzorem
1
flz)= e
Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [4, 00) zachodzi nier6wnosé

[z —y|
[f (@) = Fl < e~

428. Dana jest funkcja f:IR — R okreslona wzorem
f(z)=In (ex + e_m) :
Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nierownosé

|f(x) = f)|<|z—yl.

429. Dana jest funkcja f:IR — R okreslona wzorem
f(x) zln(:c2—|—1> .
Dowieéé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[f(@) = fl<le—yl.

430. Funkcja rézniczkowalna f: (0, +00) — (—o00, 0) spetnia warunki f(1)=-2/3 oraz
f(2)=-2/5. Dowies¢, ze stad wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej dodatniej x, ze

@)= (f(x))".

1
Wskazéwka: g(z) = ——

(z)

431. Funkcja rézniczkowalna f: (0, +00) — (0, +00) spelnia warunki f(2)=11 f(4)=4.
Dowies¢, ze stad wynika istnienie takiej liczby rzeczywistej dodatniej x, ze
fl@) =y f(z).
Wskazéwka: g(z)=2-/f(z)
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432. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji f okreslonej wzorem
f)=a2—3-Jo+1]

na przedziale [—2, 2] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

433. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartosé funkcji f okreslonej wzorem
f(z) :x+‘x2—6’

na przedziale [—4, 3] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiggane.

434. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartosé funkcji f okreslonej wzorem
f(z) :x+’x2—x—6)

na przedziale [—5, 5] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

435. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(z)=2* V42 +4x+1

na przedziale [—3, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

436. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji f okreslonej wzorem
f(z)=V922 +6x+1—2°

na przedziale [—2, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

437. Wyznaczy¢ najmniejszg i najwieksza wartosé funkcji f okreslonej wzorem
f(x) :3$+’x3—9x’
na przedziale [—4, vV 10] oraz podaé, w ktorych punktach te wartosci sg osiggane.

438. Wyznaczy¢ najmniejszg i najwieksza wartosé funkcji f okreslonej wzorem
f(z)=2x+Va*—9822 474

na przedziale [—11, 9] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosei sa osiggane.

439. Wyznaczy¢ punkty, w ktérych funkcja f zdefiniowana wzorem

10-In (22 +1
f(x)—;)—ng(gﬂ—i-arctgx

osigga najmniejsza i najwieksza warto$é na przedziale [9, 11].

440. Wyznaczy¢ punkty, w ktérych funkcja f zdefiniowana wzorem

osiaga najmniejsza i najwieksza warto$¢ na przedziale [4, 5].
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441. W stozku o objetosci 1 chcemy umiesci¢ walec w taki
sposob, ze jedna z podstaw walca lezy w ptaszczyznie podsta-
wy stozka, a obwdd drugiej podstawy walca lezy na powierzch-
ni bocznej stozka. Rysunek obok przedstawia widok z boku,
ewentualnie przekroj ptaszczyzng zawierajaca wspolng os obro-
tu stozka i walca. Jaka najwieksza objeto$¢ moze mie¢ walec?

442. W trojkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o réwnaniach y =0 i
x =1 oraz parabolg o réwnaniu y =22 chcemy wpisaé prostokat jak na rysunku
obok. Jakie najwieksze pole moze mie¢ taki prostokat?

443. W trojkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o rownaniach y =0 i
x =1 oraz krzywg o réwnaniu y = 2% chcemy wpisaé prostokat jak na rysunku
obok. Jakie najwigksze pole moze miec taki prostokat?

444, Dana jest funkcja f:R — R okredlona wzorem f(z)= v/22+12. Dowies¢, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnos¢

[z -yl
(@)= fy)l < =&~

gdzie C'=6 (wersja trudniejsza) lub C'=3 (wersja latwiejsza).

445. Dowiesé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej 2 € (2, 4) zachodzi nieréwnosé &/z>+/2.

446. Wyznaczy¢ najwiecksza wartosé funkcji f : IR — R okreslonej wzorem

f(x)=5sinx —sinbz .

447. Niech f(x)=4cosz+sindz. Podaé wszystkie miejsca zerowe pochodnej funkcji f
w przedziale [0, 27).
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448. Rozstrzygnaé, ktora liczba jest wieksza:
16-arctg 74+1n13 czy 16-arctg 841n10 ?

Wskazéwka 1: Podane liczby sa wieksze od 25, a réznia sie o mniej niz 0,02 — nie
probuj bezposredniego szacowania.
Wskazéwka 2: Zbadaj funkcje pomocnicza f(x) = 16arctg x —In (22 +1).

W kazdym z 10 ponizszych zadan podaj najwigksza wartos¢ funkcji f na przedziale
[0, 00). Odpowiedzi podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.

449. f(2) =T — 20
450. f(@) =4I — @0

A51. F(2) =32V T — %
452, F(2) =4I =270
453, f(2) =32vT — 2727
454, F(2) =4VT — 12527

A55. F(@) =60 — @

456. f(2)=3V/T— 162

ABT. f(o) =8y — ot

458. f(o) =T — 162"

x —x

—€

459. Funkcja f:R— R jest okreslona wzorem f(z)= ¢

funkcja odwrotna do f, tzn. f(g(z)) =g(f(z)) =2 dla dowolnej liczby rzeczywistej x.
Podaé¢ wzor na pochodna funkcji g. Podaé¢ przyktad takiej liczby wymiernej = > 1,
ze liczba ¢'(z) jest wymierna.

. Funkcja g: R — R jest

460. Niech funkcja f:R—R bedzie funkcjg odwrotng do funkcji g:R— R zdefinowanej
wzorem g(z) =z”+x. Obliczy¢ f/(0), f/(2) i f/(34).

461. Niech funkcja f:R—R bedzie funkcjg odwrotng do funkcji g:R— R zdefinowanej
wzorem g(z) =z>+9z. Obliczy¢ f(0), f/(10) i £/(100).
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W kazdym z kolejnych 7 zadan funkcja g;: R — R jest funkcja odwrotng do funkeji
fi :R— R okreslonej podanym wzorem. W kazdym z tych zadan podaj w postaci
liczby calkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej funkcji g; w trzech

podanych punktach.

462. fi(z)=2*+a gi(0)=...... 91(2)=

463. fo(z)=2"+x g(0)=...... 95(2) =

464. fy(z) =23 +5x g(0)=...... gy(6)=......
465. fi(z)=2"+5z g4(0)=...... 94(6)=......
466. f5(z)=2%+2z g(3)=...... 95(12) =
467. fo(z) =2 +4z ge(5)=...... 95(16) =

468. f(x) =22+

W kazdym z kolejnych 5 zadan dla podanej funkcji g; : R — R funkcja f;: R — R jest

okreslona wzorem
fi(gi(x)) = 2 +3z.

W kazdym z tych zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskra-

calnego wartosci pochodnej funkcji f; w trzech podanych punktach.

469. ¢ (z)=2"+2+6 f18)=..... f1(16)

470. gy(x) = 2%+ 22 +3 1(6)=..... f5(15)

471. gs(x) =22 +=x (3= ..... f18)=.....
472. gy(z)=2"+2+2 (2)=..... (4= ...
473. gs(x) =2"+2x 2(0)=...... :(3)=

474. Funkcja f: (0, +00) — R jest okreslona wzorem

el’_

f(a:):ln(emrl).

Funkcja g jest ztozeniem 2020 egzemplarzy funkcji f:

g(@)=f(f(f(
Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ <\/E> jest wymierna.
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475. Znalez¢ najmniejszg i najwieksza warto$é funkeji

12020 CE2020 x2020 SL’QOQO
e e e e
f(f):arCtg e +1 + Ve —1 — 1|+ arctg|\e +1 — Ve -1 -1

na przedziale [10, 50] i okresli¢, w ktérych punktach te wartosci sa przyjmowane. Dopro-
wadzi¢ wartosci najmniejsza i najwieksza do tak prostej postaci, aby byto widac, czy sa
to liczby wymierne, czy niewymierne.

Wskazéwka: f=goh, gdzie

2
g(t) =arctg (t— 1) +arctg (t - 1>

oraz

h(]}) _ \/6612020 14 \/6612020 1
476. Funkcja f: Z — Z, gdzie Z =R\ {1}, jest okre$lona wzorem

Funkcja g jest ztozeniem 666 egzemplarzy funkcji f:

9(@) = fFCFf(2)-))-
Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ <\/§> jest wymierna.

477. Funkcja f: Z — Z, gdzie Z =R\ {0, 1}, jest okreslona wzorem

Funkcja g jest ztozeniem 666 egzemplarzy funkcji f:

g(@)=f(f(fC- f(f(x).)))
Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ (\/5) jest wymierna.

478. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
e?® — 222 —2x—1

fa) = 7
A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

479. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

1—cosz
—  dl
f(x)= e*—1—x a =70

A dla z=0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
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480. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
€3 —e? —In(1+x)

flz)= a?
A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

481. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okre$lona wzorem
2ze~" —In(142x)

f(z)= z?
A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

482. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okre$lona wzorem
e =14z

f)={ m(+a)
A dla z=0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#£0

483. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywistg A, ze funkcja f okreSlona wzorem

xT
e’ — 6x+1

flw)= @’
A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#£0
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