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377. Dobra¢ odpowiednia liczbe wymierna dodatnia C' i udowodni¢, ze dla dowolnej
liczby rzeczywistej dodatniej x zachodza nieréwnosci

847
C<———<6-C.
S hr4/T+8
Rozwigzanie:
W przypadku, gdy x > 1, wykonujemy nastepujace szacowania:
4 8 8z +0 < 8r+7 < 8r+Tx E—g

7 14 bx+z+8z b5r+z+8 5z+0+0 5
Natomiast w przypadku, gdy 0 < x < 1, oszacowania wygladaja nastepujaco:
17 0+7 < 8r+7 < 8+7 15

2 14 5+1+8 but+yz+8 0+0+8 8

Zauwazamy, ze

1 _ 4 15 <3
—< = r — )
257 g
Zatem dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodza nieréwnosci
1 8r+7

— <
2 br4z+8
mozna wiec przyja¢ C'=1/2.

378. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem
flz)= Vit a2,
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

2 2 2 2
4, 3,2 .4, 3, T 3'37:(2 l“) 3-x >0
T +r"+x x+x+4+4 x+2+4/,

skad wynika, ze funkcja f jest okreslona na catej prostej rzeczywistej. Poniewaz funkcja f
jest ciggla, nie ma ona asymptot pionowych.

Przystepujemy wiec do proby wyzanaczenia asymptot ukosnych/poziomych.

' . 4/ 1 3 2 ' 4 3 2 ‘ 1 1
oo fim 1@ g, VEitetda? o grldatdar L g 11
x 4 T x?

r—+o00 r—+00 T——+00 x T—+00

b= liIP (f(x)—az)= 11111 (v4x4+x3+x2—x):
44 34 2)_ 4
— lim (x*+z°+2°)—x _

e (e N (Ve

) 23422
= lim =

eotee (Ve i+ 2+ o) - (VaT+ a8+ 2% +22)
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1+z7! 1 1

= lim =-—.
e (YTt ra2+1)-(Vite ko 2+1)  (+D)-(1+1) 4
W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy ze wzoru
84 _ t4
(s+t)-(s2+12)

—t=

Wyznaczajac asymptote przy x — —oo pamietamy, ze w tym przypadku nalezy przy-

4 3 2 1 1
T——00 [E4 T— —00 xT .:1:2

b= lim (f(z)—az)= lim (Vei+oita?+a)=

r——00 T——00

. . .. 4
ja¢ zatozenie x <0, a w konsekwencji © = —|z| = — V.
. f(x) . Vot 4a? R N e
a= lim = lim ————= lim ———=
T——00 I T——00 €T T——00 —

~ i (z*+ a2’ +2%) — a2t

xﬂfoo(é/m_l‘)( $4+$3+$2+5E2) —

) 23422
= lim =

=00 (m—x) . (\/m+x2)

= lim L+a~ = lim I+ _
T——00 ( \4/334-&-;83—%362 _ 1) . <V£4—;:g3+x2 + 1) T——00 (\4/xi+<1:/z%&-x2 _ 1) . (\/at“\—&}i;—l-z? + 1)
. 1+27t 1 1
= lim =

Cemme (YT Tra 2o 1) - (Vide Tre 241) (F1-1)(141) 4

Tyma razem skorzystaliSmy ze wzoru

+t st
s+t= :
(s—1t)-(s2+1t?)
. 1 ) , , . 1
Odpowiedz: Dana funkcja ma w 400 asymptote ukosna o réwnaniu y=x+ T na-
1
tomiast w —oo asymptote uko$ng o réwnaniu y = —x — 1
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379. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem f(x)= Vit + 453+ 622+ 1.
Uwaga: Tres¢ zadania jest poprawna - pod pierwiastkiem niczego nie brakuje - ma by¢ tak
jak jest napisane.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze
2
v+ 42% 4607 +1 =2 +42° + 4% + 207 + 1= (2% + 20) +207+1>0,
skad wynika, ze funkcja f jest okreslona na catej prostej rzeczywistej. Poniewaz funkcja f

jest ciagta, nie ma ona asymptot pionowych.

Przystepujemy wiec do proby wyznaczenia asymptot ukosnych/poziomych.

T
a= lim M: lim
rx—+oco x——+00 x T—+00

Vit 43 + 622+ 1 o4zt dad+622+1
= lim 1 =

4 1
= lim (‘/1—1——1—6—!—:1.

T——+00

b= lim (f(x)—az)= lim (Va'+4a®+622+1—x)=

T—-+00 T—-+00

’ (xt 4423+ 622 +1) — 2!

= lim

2o (xﬁ‘/x4+4x3+6x2+1+x> : (\/x4+4x3+6x2+1+x2)
4a? +62%+1

= lim _
2o ({L/x4+4x3+6x2+1+3:> : (\/x4+4x3+6x2+1+x2)
’ 446z~ +27?
= 1m =
eotee (VI dr TH6r 2+ +1) - (VI+de T+6z 2o T +1)
4

(14+1)-(1+1)
W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy ze wzoru
st—t4

(s+1t)-(s24+12) "

Wyznaczajac asymptote przy x — —oo pamietamy, ze w tym przypadku nalezy przy-
ja¢ zalozenie x <0, a w konsekwencji z = —|z| = — V.

. f(2) Va4 4z 1622+ 1 Vot 4g3 1622+ 1
a= lim —%* = lim = lim =

T——00 I T——00 €T T——00 _ 14/374

44423 +622+1 4 6 1
— dim [T i (S =1
z——00 xr? z——00 r x? xt

b= lim (f(x)—ax)= lim (\4/x4+4m3+6x2+1+x):

r——00 T——00
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~ lm (' +4a3+ 622 +1) — 2! B

Lm0 (\4/x4+4:1:3—|—6x2+1—:c) : (\/x4+4x3+6x2+1+x2)

) A3 + 622 +1
= lim 1 =
T——00 (\/x4+4x3+6x2+1—a¢) . (\/x4+4x3+6x2+1+x2>
Ad4+6x 4273

= lim =
T——00 (\4/J:4+4:c3+6x2+1 . 1) . (\/x4+4m3+6x2+1 + 1)
22

T

_ 44627 +27° B
o 1‘—1>I—noo ( Va 4z y6x2+1 1) . (\/az4+4x3+612+1 + 1) B
— ot T et
. 4462 423
= lim 1 =
oo (=Tt A 602 1) (VItdr T+ 6z 2ot +1)
C(—-1-1)-(14+1)

Tym razem skorzystaliSmy ze wzoru
st—t4
(s—t)-(s2+12)
przy s= vVai+4r3+622+1>01i t=x<0, a wiec w sytuacji, gdy s—t jest dodatnie,
a w konsekwencji rozne od zera.

s+t=

Odpowiedz: Dana funkcja ma w 400 asymptote ukosng o réwnaniu y =z + 1, nato-
miast w —oo asymptote uko$ng o réwnaniu y=—x —1.

380. Wyznaczy¢ asymptoty funkeji f okreslonej wzorem f(z) =z + Va® +a7+a0+7.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
23\? 348
LR Ry = <x4+2> +T+7>0’

skad wynika, ze funkcja f jest okreslona na catej prostej rzeczywistej. Poniewaz funkcja f
jest ciagta, nie ma ona asymptot pionowych.

Przystepujemy wiec do proby wyznaczenia asymptot ukosnych/poziomych.

a= lim —= = lim = lim 1+
r——+oo r—-+00 €T r—-+00

f(x) S/ Ry G \23/$8+377+.CE6+7_
8 N

b= lim (f(z)—ax)= lim (:c—i— \8/558—1—1'7—1—9564—7—2:&): lim (é/x8+:c7—|—x6+7—x>:

T——+400 T——400 T——+400
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— lim (¥ + 2"+ 284+ 7)— 2 B
g0 (\S/SL'8+$7+SCG+7+Z’) . ({“/:cs+x7+:c6+7+:c2) : (\/x8+x7—|—:c6+7—|—:c4)

. o'+ ab+7
= 1m =
eotoe (VoS $ a7+ a5+ T+a) - (VaS+aT+a5 +7+22) - (VS +aT+a5+7+a4)

= lim H_%—i—% -
LA (/s e e B (7 R I B O e s

1 1
(1+1)-(1+1)-(1+1) 8~
W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy ze wzoru

58 —¢8
(s+1t)-(s2+12)- (s*+14)

s—t=

Wyznaczajac asymptote przy x — —oo pamigtarrsly, ze w tym przypadku nalezy przy-

ja¢ zalozenie x <0, a w konsekwencji x = —|z| = — Va8,
. f(x) VS faT a7 Vs a7 +ab+7
a= lim —== lim = lim (1+ S =
r——00 T——00 €T T——00 — /18

S+ aT L a0+ 7 1 1 7
TR T i i N T (O SIS SV SN RS R
z——00 a8 z——00 x 22 28

= lim (f(z)—az)= lim (a:+\8/x8+x7+x6+7):

T——00 r——00

’ (342" +a2%+7)—28
= lim =
oo (VaFaT+ a0+ 7—1) (VoS 2T+ 25+ T+2?) - (VoS +aT + a0+ T+ at)

i a0 47 _
@00 (\8/378—|—x7—|—x6—|—7—x) : ({l/x8+x7+x6+7+x2) : (\/x8+x7+x6—|—7+w4)

, 1+14L
ﬂﬂ%(W_l),(é/TmH),(WH)

xT

. RE
:xgmw<w—l)'(w+l)'<W+l> =
= lim Lruts -
R ([ A B /S AN N (V[ A
1 1

(—1-1)-(1+1)-(1+1) 8
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Tym razem skorzystaliémy ze wzoru
58 —¢8
(s—1t)-(s2+12)- (s*+t4)
przy s=vVrt+a +2+7>0 1 t=2<0, a wiec w sytuacji, gdy s—¢ jest dodatnie,
a w konsekwencji rozne od zera.

s+t=

1
Odpowiedz: Dana funkcja ma w +oo asymptote uko$na o rownaniu y =2z + 3 na-
1
tomiast w —oo asymptote pozioma o réwnaniu y = ——

3

381. Funkcja f:R — R jest okreslona wzorem

%5z  /A972+37
o)==+~

Dowiesc, ze f jest odwrotna do samej siebie.

Rozwigzanie:

Wykres funkeji f jest krzywa o rownaniu

25x N V4922 4+ 37
24 24 ’

24y + 251 = /4922 + 37 .

Yy=-
czyli

7 powyzszego réwania wynika
24y + 242 = /4922 + 37 — x> V4922 + 37 — || = V4922 + 37— Va2 > 0,
a z podobnego réwnania
24y +25x = —\/4922 437
dochodzimy do

24y + 241 = —\/492% + 37 — & < —V/A922 + 37+ || = /4922 + 37T+ V22 < 0.

Zatem réwnanie wykresu funkcji f mozna podnie$¢ do kwadratu uzupelniajac je nieréw-
noscig x+y > 0. Otrzymujemy kolejno

576y% +1200xy 4+ 62522 = 4922437,  z+y>0
576y* +1200xy 45762 =37, x+y>0

Z uwagi na symetrie wystepowania x oraz y w powyzszym warunku, wykres funkcji f
jest symetryczny wzgledem prostej o rownaniu x =y, co oznacza, ze funkcja f jest funkcja
odwrotng do samej siebie.
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