Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2021/22

KOLOKWIUM nr 9, 17.01.2022, godz. 10:15-11:45
Zadanie 1 2. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
fla)=2a" 6]z 1|
na przedziale [—4, 4] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

r—1 dla zell, +00)
lz—1|=
—x+1 dla z€(—00,1)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
r?—6r+6 dla zel[l,4]
r*+6x—6 dla re[-4,1)
W konsekwencji pochodna funkeji f wewnatrz przedziatu [—4, 4] jest dana wzorem
20—6 dla ze(1,4)
f@)=
2046 dla ze(—4,1)
W punkcie 1 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej istnienia
— wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé funkceji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (1, 4) réwnanie f’(z) =0 sprowadza sie do réwnania 2z —6 =0,
co ma rozwiazanie x = 3, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (1, 4).

2° W przypadku z € (—4, 1) rownanie f’(z)=0 sprowadza si¢ do 2x+6=0, co ma
rozwiazanie x = —3, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (—4, 1).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —4 i 4,
e miejsca zerowe pochodnej: —3 1 3,
e punkt, w ktéorym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: 1.

f(=4)=-14,
f(=3)=-15,

(

f)=1,
f(3)=-3,
f4)=—2.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga wartos¢ najmniejszg réw-
ng —15 w punkcie —3, a warto$¢ najwiekszg réwng 1 w punkcie 1.
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Zadanie 1 3. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

2-e%—3.e* 41

f) = o dla z#0
A dla z=0
jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
3h 2h
. f(R)—=f0) | Ee=Fe sl 4 2.3 _3.e2h 1 A2
/ = _— T h =
F0)=]ny T e E |

0

Przy h— 0 w ostatniej granicy ofrzymujemy wyrazenie nieoznaczone g,

zastosowac regute de I’Hospitala.

mozemy wiec

6-e3 —6-e2 —2Ah
! K
110)= lim 3h? '
Przy h — 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastoso-

0 Y
wacé regute de I'Hospitala.

18-e3h—12.e2h—2A4A

/ — 1
10) B 6h
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz %, co ma posta¢ nieoznaczona % dla A=3. Wowczas

mozemy po raz trzeci zastosowac¢ regute de 1’Hospitala.
54-¢*h —24.¢? 30
h—0 6 6

Odpowiedz: Funkcja f jest rozniczkowalna dla A =3 i wéwczas f'(0) =5.
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Zadanie 14 (10 punktéw)
Niech

f(x)=+z—50-Inz.
Rozstrzygnac, ktora liczba jest wieksza:
f(40000)+ f(40002) = —659,660973309607 ...

czy
2-f(40001) =—-659,660973309607...
Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
1 50
/ —_— —_——
oraz i
1 20  —/x+200
" - D
f(w)= 4-x3/2+x2_ 422 <0

dla x>40000, skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wklesta w przedziale [40000, co).

Aatem F@) 1) (o
T y T4y
2 <f( 2 )

czyli

fa)+ s <2- (5

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych x,y € [40000, co).
W szczegdlnosci
£(40000) + £(40002) < 2- £(40001) .

Odpowiedz: Liczba 2- f(40001) jest wigksza od f(40000)+ f(40002).
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Zadanie 19 . (10 punktéw)
Niech

o) = V55
Rozstrzygnac, czy liczba
£(3,01) = £(301/100) ~ 2,003375

jest mniejsza czy wieksza od

16027 27
—— =2+—=2,003375
8000 * 8000
Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
f(z)= 3—352
5-(2345)"°
oraz
02) 6z 3621 30z (2*+5) 36z
€Tr)=

5-(23+45)5  25-(a345)"°  25-(23+5)”5 25.(a3+5)"°
30z + 1502 — 36z* 150z —62* 6z - (25— 3)
9/5 9/5 — 95 <
25-(2345) 25-(2345) 25-(2345)
dla = > /25, skad wynika, ze funkcja f jest écigle wklesta w przedziale {{9’/%, oo), za-
wierajacym przedzial {{S/ﬁ, oo) =3, 00).

Zatem wykres funkcji f dla x > 3 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie odpowiadajacym x =3. Poniewaz f(3)=2 oraz f'(3)=27/80, dla x >3 za-
chodzi nieré6wnosé

27 (z—3)
<24+ —-—"
i w konsekwencji
27-0,01 27
1) <2 =2 )
f(3,01) <2+ 80 +8000

Odpowiedz: Warto$¢ f(3,01) jest mniejsza od 16027/8000.
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