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Zadanie 10. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

et —+/142x

dl 0
f@) = o v 7
A dla =0
jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
, _ f()—f0) . IR 4 o T4 2h— Ah?
f(0) =lim ———— = lim —*— = lim :
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Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

07
zastosowaé regute de I’Hospitala.
eh——L__24n
f(0) =lim V1tah
h—0 3h2

Przy h — 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone %, mozemy wiec po raz drugi zastoso-

wac regute de I’'Hospitala.

h 1
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PO =l =%
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz %, co ma posta¢ nieoznaczona % dla A=1. Wowczas

mozemy po raz trzeci zastosowac¢ regute de I’Hospitala.
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Odpowiedz: Funkcja f jest rozniczkowalna dla A=1 i woéwczas f/(0) =—1/3.
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Zadanie 1 1. (10 punktéw)
Dana jest funkcja f:R—R okreslona wzorem f(z)=In (2*+27). Dowies¢, ze dla
kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[f (@)= f)l <lz—yl.

Rozwigzanie:
Pomingwszy trywialny przypadek x =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
wynika réwnos¢é

f(x) = f) =]z =yl [ ()],

gdzie c lezy pomiedzy x 1 y.

Wystarczy wiec wykazaé, ze |f'(z)| <1 dla kazdej liczby rzeczywistej z.

Przyjmujac

4.3
— () —
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otrzymujemy
I ()= I 423 , 4.-x71
im ¢g(z)= llm ———= lim — —
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Zauwazmy, ze g jest rozniczkowalna na catej prostej, a jej pochodna jest dana wzorem
C12-2%(2'427) 42742 —4-20412.27-27

g'(z)

(z44-27) (2t +27)
 —4-2°4+4.81-2%  4-2%(—2"+81)
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Powyzsza pochodna zeruje sie dla x=+3. Wyliczamy warto$¢ funkcji ¢ w miejscach
zerowych pochodnej:
4-33 4-27 4
31427 T3-27427 T 341
Stad wynika, ze funkcja g przyjmuje najmniejsza i najwigksza wartos¢ odpowiednio
—111, a w konsekwencji |g(z)| <1 dla kazdej liczby rzeczywistej x.

g(£3)=+ +1.
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