Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2021/22

KOLOKWIUM nr 1, 25.10.2021, godz. 10:15-11:00

Zadanie 1. (10 punktéw)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

249 . < 2" 4+3.2%3

Rozwigzanie:
Dowdd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n <48.
Dla n <48 zachodza nieréwnosci
219 <219.48=2%.3.2Y =3.29 < 2" 4+3.2%3
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 49.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =49 poréwnujemy lewa i prawg strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=2%.49
P=92%943.9%—01 1 3.91.9199 _ 49.919
skad L= P.
2° Niech n > 49 bedzie taka liczbg naturalna, ze
2. 2" 4+3.2%. (1)

W celu przeprowadzenia zasadniczej cze$ci dowodu indukcyjnego chcemy wykazaé, ze
z nieréwnosci (1) wynika nieréwnosé

29 (n41) <2 +3.2%%. (2)

Wychodzac od lewej strony nieréwnosci (2) i korzystajac z zatozenia indukcyjnego oraz
z nieréwnosci n > 49 otrzymujemy

L:249‘(n+1):249.n+249<2n+3‘253+249<2n+3‘253+2n:271-1—1_{_3.253:})’
co konczy dowdd indukeyjny.
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Zadanie 2. (10 punktéw)
Liczba wymierna ¢ > 1 spelnia réwnoéé 5= ¢°. Udowodnié, ze q jest liczba catkowita.
Rozwigzanie:
Niech ¢ > 1 bedzie liczbg wymierng spelniajgca réwnanie
5l=q". (3)
Zapiszmy ja w postaci utamka nieskracalnego m/n o naturalnym liczniku i mianowniku.

Zadanie sprowadza sie do wykazania, ze wowczas n = 1.
Przeksztatcanie rownania (3) prowadzi kolejno do:

)

n
m n
(2
n
5™ en® =m" (4)

Udowodnimy, ze z réwnania (4) oraz zalozenia NWD(m, n) =1 wynika n=1.

Sposob I:

Dowdd nie wprost.

Zatozmy, ze liczba n jest wicksza od 1. Wowcezas ma ona dzielnik pierwszy p. Poniewaz
lewa strona rownosci (4) jest podzielna przez p, takze prawa strona jest podzielna przez p,
skad wynika, ze liczba m jest podzielna przez p. Poniewaz jednak z zalozenia liczby m in
sa wzglednie pierwsze, taka sytuacja nie jest mozliwa, co dowodzi, ze n = 1.

Sposob II:

Poniewaz lewa strona réwnosci (4) jest podzielna przez 5, takze prawa strona jest
podzielna przez 5, skad wynika, ze liczba m jest podzielna przez 5. Poniewaz z zatozenia
liczby m i n sa wzglednie pierwsze, liczba n nie jest podzielna przez 5.

Z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze wynika, ze potegi
piatki wystepujace w rozktadach na czynniki pierwsze liczb po obu stronach réwnosci (4)
sg rowne. Otrzymujemy wiec

m=>5nk,

gdzie k jest wykladnikiem, z jakim piatka wchodzi do rozktadu liczby m na czynniki
pierwsze. Stad wynika, ze liczba n jest dzielnikiem liczby m, a poniewaz jednoczesnie
liczba n jest wzglednie pierwsza z m, musi by¢ n=1.

Uwaga: Istnieje liczba niewymierna q ~ 1,7649219145 spetniajaca réwnanie 57 = ¢°.
Wobec tego wszelkie rozwiazania opierajace sie na wykazaniu, ze ¢ =15, sa bledne.
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