Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2021/22

Egzamin, 15.02.2022, godz. 10:40-12:00
Zadanie 1 (wersja 0)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
21 .n 2" 5.2

Rozwigzanie:
Dowod nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n <40.
Dla n <40 zachodza nieréwnosci
2t n 2t 40=2".5<2"+5.21
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 41.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =41 poréwnujemy lewg i prawg strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=2".41,
pP=2"45.98 =0t 1 5.4.21 —41.24
skad L =P.
2° Niech n > 41 bedzie taka liczbg naturalna, ze
2" n < 2" 4521,

W celu przeprowadzenia zasadniczej cze$ci dowodu indukcyjnego chcemy wykazaé, ze
z powyzszej nieréwnosci wynika nieréwnosé

21 (n4+1) <2 5.2

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zalozenia indukcyjnego
oraz z nieré6wnosci n > 41 otrzymujemy

L:241_(n+1):241.n+241<2n+5_244+241<2n+5_244+2n:2n+1+5.244zp’

co konczy dowdd indukeyjny.
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Zadanie 1 (wersja 1)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
24.n <2 4327,

Rozwigzanie:
Dowdd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n <48.
Dla n <48 zachodza nieréwnosci
219, < 2%9.48 =2%3.3< 2" +3.2%3
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 49.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =49 poréwnujemy lewa i prawg strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=2%.49,
P=2%943.253=21913.4.219=49.2%

skad L= P.

2° Niech n > 49 bedzie taka liczbg naturalna, ze

24.n <2 4327,
W celu przeprowadzenia zasadniczej czesci dowodu indukcyjnego chcemy wykazac, ze
z powyzszej nieréwnosci wynika nieréwnosé
29 (n41) <2 +3.2%%.

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zalozenia indukcyjnego
oraz z nieréwnosci n > 49 otrzymujemy

L:249‘(n+1):249'n_‘_249<2n+3‘253_‘_249<2n_‘_3‘253_‘_2n:2n+1+3.253:P’

co konczy dowdod indukeyjny.
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Zadanie 1 (wersja 2)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
2T.n <2 4729,

Rozwigzanie:
Dowdd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n <56.
Dla n < 56 zachodza nieréwnosci
25T < 2°7.56=200.7< 2" 47.200
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 57.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =57 poréwnujemy lewa i prawg strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=2°7.57,
P=25"47.250 =957 1 7.4.95" = 57.957

skad L= P.

2° Niech n > 57 bedzie taka liczbg naturalna, ze

27T.n <2 4729,
W celu przeprowadzenia zasadniczej czesci dowodu indukcyjnego chcemy wykazac, ze
z powyzszej nieréwnosci wynika nieréwnosé
257 (n4-1) < 2" 4 7.200,

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zalozenia indukcyjnego
oraz z nieréwnosci n > 57 otrzymujemy

L:257-(n—{—l):257-n—|—257<2n+7-260+257<2"—|—7-260+2n:2n+1+7-260:P,

co konczy dowdod indukeyjny.
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Zadanie 1 (wersja 3)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
21%.n <2 4+9.270.

Rozwigzanie:
Dowdd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n <72.
Dla n < 72 zachodza nieréwnosci
2.0 <2.72=20.9<2"4+9.27
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 73.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =73 poréwnujemy lewa i prawg strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=27.73,
P=2749.210=-2719.4.2=73.27

skad L= P.

2° Niech n > 73 bedzie taka liczbg naturalna, ze

27 .n<2"+9.2™ .
W celu przeprowadzenia zasadniczej czesci dowodu indukcyjnego chcemy wykazac, ze
z powyzszej nieréwnosci wynika nieréwnosé
27 (n41) <2 9.2

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zalozenia indukcyjnego
oraz z nieréwnosci n > 73 otrzymujemy

L:273'(n+1):273'n+273<2n+9‘276+273<2n+9‘276+2n:2n+1+9'276:P,

co konczy dowdod indukeyjny.
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Zadanie 1 (wersja 4)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
281.n<2"+5-2%

Rozwigzanie:
Dowdd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n <80.
Dla n < 80 zachodza nieréwnosci
281 < 281.80=2%.5<2"+5.2%
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 81.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =81 poréwnujemy lewa i prawg strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=2%.81,
P=2%15.2% =281 15.4.981 —81.28

skad L= P.

2° Niech n > 81 bedzie taka liczbg naturalna, ze

28 n <2 4+5.2%.
W celu przeprowadzenia zasadniczej czesci dowodu indukcyjnego chcemy wykazac, ze
z powyzszej nieréwnosci wynika nieréwnosé
281 (n+1) < 2" +5.2%.

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zalozenia indukcyjnego
oraz z nieréwnosci n > 81 otrzymujemy

L:281'(n+1):281'n+281<2n+5‘285+281<2n+5‘285+2n:2n+1+5'285:P,

co konczy dowdod indukeyjny.
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Zadanie 1 (wersja 5)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
2%.n <2 +11-2%.

Rozwigzanie:
Dowdd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n <88.
Dla n < 88 zachodza nieréwnosci
289, <2%.88=2%2.11 < 2" +11.292,
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 89.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =89 poréwnujemy lewa i prawg strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=2%.89,
P=2%411.22=2%411.4.2%89=89.2%

skad L=P.

2° Niech n > 89 bedzie taka liczbg naturalna, ze

2%.n <2 +11-2%.
W celu przeprowadzenia zasadniczej czesci dowodu indukcyjnego chcemy wykazac, ze
z powyzszej nieréwnosci wynika nieréwnosé
2% (n+1)<2" M +11.2%2.

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zalozenia indukcyjnego
oraz z nieréwnosci n > 89 otrzymujemy

L=2%.(n+1)=2%.n4+2% 2" +11-27242% 2" +11.22 42" =2""1 1 11.2%2 = P

co konczy dowdod indukeyjny.
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Zadanie 2 (wersja 0)
Obliczy¢ granice ciagu:
5 2 3 4
ng&(nﬁ—l +n2+2 +n2+3+n2+4+'”+ (n+10)2> '

Uwaga: W ostatnim sktadniku sumy brakuje licznika. Jego uzupetnienie jest czescig
zadania.

Rozwigzanie:

Patrzac na mianowniki widzimy, ze suma sktada sie z 20n + 100 sktadnikow, wobec czego
zadanie polega na obliczeniu granicy

’ 1 2 3 4 20n+100

ngﬂlo<n2+1 i R R N L AR T P ) '

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od goéry i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6znia. Nalezy zatem oczekiwaé, ze osza-
cowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego oszacowa-
nia przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,
co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki majg zblizong wielkos¢. Liczniki tworza jednak postep aryt-
metyczny, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy
szacowa¢ mianowniki przez wspolng wielkos$¢, nie zmieniajac licznikow, a nastepnie do-
damy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

[ tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

L2 8 4 20m100
T n241 n242 243 n244 7 (n+10)2 O

o 1+2+3+4+...+(20n+100)  14+2+3+4+...4+(20n+100)

X

bn

n?+0 n? "
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéow od géry) prowadzi do
1 2 3 4 20n+100

bn

= >
NS RN R I R +(n+10)2/

S 1+24+3+4+...4+(20n+100)
g (n+10)2

Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy

(20n+100) - (20n+101)

1+243+4+4... 4+ (20n+100) = 5 —~

=ay, -

= (10n+50) - (20n.4101) .

Wobec tego
10n+50) - (20n+ 101
., = 1ot )n(z 10 - og
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przy n — oo. Podobnie
(10n+50)- (20n+101)

. 200
¢ (n+10)2 -

przy n — oo.
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

angbngcna

a ponadto

Jerolo ¢, =200
oraz

nlirgo a, =200,

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b,, =200 .

n—oo

Odpowiedz: Granica podana w tresci zadania ma warto$é¢ 200.

Egzamin -8-
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Zadanie 2 (wersja 1)
Obliczy¢ granice ciagu:
5 2 3 4
ng&(nﬁ—l +n2+2 +n2+3+n2+4+'”+ (n+20)2> '

Uwaga: W ostatnim sktadniku sumy brakuje licznika. Jego uzupetnienie jest czescig
zadania.

Rozwigzanie:

Patrzac na mianowniki widzimy, ze suma sktada sie z 40n + 400 sktadnikow, wobec czego
zadanie polega na obliczeniu granicy

! 1 2 3 4 40n +400

ngﬂlo<n2+1 T R R N S P T P ) '

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od goéry i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6znia. Nalezy zatem oczekiwaé, ze osza-
cowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego oszacowa-
nia przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,
co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki majg zblizong wielkos¢. Liczniki tworza jednak postep aryt-
metyczny, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy
szacowa¢ mianowniki przez wspolng wielkos$¢, nie zmieniajac licznikow, a nastepnie do-
damy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

[ tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

L2 08 4 4004400
T n241 n242 243 n244 7 (n420)2

o 1+2+3+4+...+(40n+400) 14+2+43+4+...4+(40n+400)

X

bn

n?+0 n? "
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéow od géry) prowadzi do
1 2 3 4 40n +400

bn

= e —————>
NS RN R I R +(n+20)2/

S 14+24+3+4+...4 (40n+400)
g (n+20)2

Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy

(40n+400) - (40n+401)

14+2+43+4+4...+ (40n+400) = 5 —

=ay, -

= (20n+200) - (40n+401) .

Wobec tego
20n+200) - (40n+401
o= 200 112( n 400 goo
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przy n — oo. Podobnie
(20n+200) - (40n+401)

= 800
¢ (n+20)2 -

przy n — oo.
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

angbngcna

a ponadto

Jerolo ¢, =800
oraz

nll—>r£lo a, =800,

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b,, =800 .

n—oo

Odpowiedz: Granica podana w tresci zadania ma warto$é¢ 800.

Egzamin - 10 -

Rozwigzania
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Zadanie 2 (wersja 2)
Obliczy¢ granice ciagu:
5 2 3 4
ng&(nﬂ—l +7”L2+2 +n2+3+n2+4+'”+ (n+30)2> '

Uwaga: W ostatnim sktadniku sumy brakuje licznika. Jego uzupetnienie jest czescig
zadania.

Rozwigzanie:

Patrzac na mianowniki widzimy, ze suma sktada sie z 60n + 900 sktadnikow, wobec czego
zadanie polega na obliczeniu granicy

hm( 1 n 2 n 3 n 4 n +60n+900>

n—oo\n2+1 n242 n?+3 n?+4 7 (n+30)2 )

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od goéry i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6znia. Nalezy zatem oczekiwaé, ze osza-
cowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego oszacowa-
nia przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,
co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki majg zblizong wielkos¢. Liczniki tworza jednak postep aryt-
metyczny, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy
szacowa¢ mianowniki przez wspolng wielkos$¢, nie zmieniajac licznikow, a nastepnie do-
damy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

[ tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

L2 8 4 6004900
T n241 n242 243 n244 7 (n+30)2

o 1+2+3+4+...+(60n+900) 14+2+3+4+...4+(60n+900)

X

bn

n?+0 n? "
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéow od géry) prowadzi do
1 2 3 4 60n + 900

bn

= e —>
RN, LI R S +(n+30)2/

14243+4+...4(60n+900)
>
(n+30)2
Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy

60n +900) - (60n + 901
14943444+ .+ (60n+900) — (00 +900)-(60n+901) _

2
= (30n+450) - (60n+901) .

= Qp .

Wobec tego
30n+450) - (60n+ 901
¢, = B0t )n?( n 901, 1500
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przy n — oo. Podobnie

307 +450) - (60n + 901
g, = B0n+450)- (600 £901)
(n+30)2

przy n — oo.
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci
a ponadto
lim ¢,, = 1800
n—oo
oraz

nlirroloan = 1800,

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b,, = 1800.

Odpowiedz: Granica podana w tresci zadania ma warto$¢ 1800.

Egzamin -12 -
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Zadanie 2 (wersja 3)
Obliczy¢ granice ciagu:
5 2 3 4
ng&(nﬁ—l +n2+2 +n2+3+n2+4+'”+ (n+40)2> '

Uwaga: W ostatnim sktadniku sumy brakuje licznika. Jego uzupetnienie jest czescig
zadania.

Rozwigzanie:

Patrzac na mianowniki widzimy, ze suma sktada si¢ z 80n+ 1600 sktadnikéw, wobec
czego zadanie polega na obliczeniu granicy

lim( n 2 n 3 n 4 N +80n—|—1600>

n—oo\n24+1 n2+2 n2+3 n2+4 7 (n+40)2 )’

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od goéry i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspodlnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6znia. Nalezy zatem oczekiwaé, ze osza-
cowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego oszacowa-
nia przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,
co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciaggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki majg zblizong wielkos¢. Liczniki tworzag jednak postep aryt-
metyczny, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy
szacowa¢ mianowniki przez wspélng wielkos$¢, nie zmieniajac licznikow, a nastepnie do-
damy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

1.2 3 4 80ng1600
T n241 242 0243 n244 7 (n+40)2 O

B 1+2+3+4+...+(80n+1600) 1+2+3-+4+...+(80n+1600)

S

bn

n?+0 n? "
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do
1 2 3 4 80n + 1600

by

:n2+1+n2+2+n2+3+n2+4+m+ (n—+40)

- 14+2+3+4+...4+(80n+1600)
g (n+40)2
Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy
80n+1600) - (80n 41601
14243444 ..+ (80n+1600) = L0 F )2( n+1601) _

= (40n+800) - (80n+1601) .

2 =

= Qp .

Wobec tego
40n+800) - (80n 4 1601
., = Aon+ )(2 1601 a0ng
n
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przy n — oo. Podobnie
(40m+800) - (80n+1601)

ay, = CERTE — 3200

przy n — oo.
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci
a ponadto
lim ¢,, = 3200
n—oo
oraz

nlirrolo an, =3200,

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b,, =3200.

Odpowiedz: Granica podana w tresci zadania ma warto$é¢ 3200.

Egzamin -14 -
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Zadanie 2 (wersja 4)
Obliczy¢ granice ciagu:
5 2 3 4
ng&(nﬂ—l +7”L2+2 +n2+3+n2+4+'”+ (n+50)2> '

Uwaga: W ostatnim sktadniku sumy brakuje licznika. Jego uzupetnienie jest czescig
zadania.

Rozwigzanie:

Patrzac na mianowniki widzimy, ze suma sktada sie z 100n+ 2500 sktadnikéw, wobec
czego zadanie polega na obliczeniu granicy

lim < n 2 n 3 n 4 n +100n+2500>

n—o\n2+1 n242 n?+3 n?+4 7 (n+50)?

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od goéry i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6znia. Nalezy zatem oczekiwaé, ze osza-
cowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego oszacowa-
nia przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,
co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki majg zblizong wielkos¢. Liczniki tworza jednak postep aryt-
metyczny, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy
szacowa¢ mianowniki przez wspolng wielkos$¢, nie zmieniajac licznikow, a nastepnie do-
damy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

[ tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

ot o2 03 4 100042500
Cn24+1 n24+2 n24+3 n2+4 7 (n+50)2

- 1+2+3+4+...+(100n+42500) 1+2+3+4+...+(100n+2500)

X

X

bn

n?+0 n? "
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéow od géry) prowadzi do
1 2 3 4 100n 42500

by

T BT N R N S LI I (T}

S 14+243+4+...4(100n+2500)
g (n+50)2
Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy
100 +-2500) - (100 + 2501
| £94 3444+ (100n+2500) = 100+ )2( n+2501)
= (50n+1250) - (100n+2501) .

=

= Qp, .

Wobec tego
50n+1250) - (100n + 2501
., = B0+t )n(z n+2500) 000
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przy n — oo. Podobnie
(50n+1250) - (100n +2501)

= 50 — 5000

przy n — oo.
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci
a ponadto
lim ¢,, = 5000
n—oo
oraz

th—>r£loan = 5000,

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b,, = 5000 .

Odpowiedz: Granica podana w tresci zadania ma warto$¢ 5000.
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Zadanie 3 (wersja 0)
Rozstrzygnac, ktora liczba jest wigksza

1
arctg b —arctg 3 czy 3 ?

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci éredniej zastosowanego do funkcji f(x)=arctg x
na przedziale [3, 5] wynika istnienie takiej liczby c € (3, 5), ze

arctg 5—arctg 3=(5—3)- f'(c)=2-f'(c).

Poniewaz .
I N
f (fﬂ) - I2 + 1 )
z nieréwnosci 3 < ¢ < 5 otrzymujemy
1 2 2 _ bor tor 3 2 _ 2 2
—=—= arctg 5 —arc = =—=_.
13726 5241 & 827211 T ®y1 10 5

Odpowiedz: Liczba arctg 5 — arctg 3 jest wieksza od liczby 1/13.
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Zadanie 3 (wersja 1)
Rozstrzygnac, ktora liczba jest wigksza

1
arctg 7T—arctg b czy 3 ?

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci éredniej zastosowanego do funkcji f(x)=arctg x
na przedziale [5, 7] wynika istnienie takiej liczby c € (5, 7), ze

arctg 7T—arctg 5= (7—5)- f'(c)=2-f'(c).

Poniewaz .
I N
f (fﬂ) - I2 + 1 )
z nieréwnosci b < ¢ < 7 otrzymujemy
1 2 2 - to 7 tor 2 - 2 2 1
—=—= arctg 7 —arc = ==
25 50 T2+1 & 897211 T 341 26 13

Odpowiedz: Liczba arctg 7—arctg 5 jest mniejsza od liczby 1/13.
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Zadanie 3 (wersja 2)
Rozstrzygnac, ktora liczba jest wigksza

1
arctg 9—arctg 7 czy 1 ?

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci éredniej zastosowanego do funkcji f(x)=arctg x
na przedziale [7, 9] wynika istnienie takiej liczby c € (7,9), ze

arctg 9—arctg 7=(9-7)- f'(c)=2-f'(c).

Poniewaz .
I N
f (fﬂ) - I2 + 1 )
z nieréwnosci 7 < ¢ < 9 otrzymujemy
1 2 2 - te O to 7 2 - 2 2 1
—=—= arctg 9 —arc = ==
1182 941 & 17211 T ™yl 50 25

Odpowiedz: Liczba arctg 9—arctg 7 jest wieksza od liczby 1/41.
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Zadanie 3 (wersja 3)
Rozstrzygnac, ktora liczba jest wigksza

1
arctg 11 —arctg 9 czy 1 ?

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci éredniej zastosowanego do funkcji f(x)=arctg x
na przedziale [9, 11] wynika istnienie takiej liczby c € (9, 11), ze
arctg 11 —arctg 9= (11-9)- f'(c) =2 f'(c) .

Poniewaz

1
I N
f (fﬂ) - I2—|—1 )
z nieréwnosci 9 < ¢ < 11 otrzymujemy
1 2 2 2 2 2 1
= < arctg 11 —arctg 9= < — =

61 122 112+1 241 924+1 82 41

Odpowiedz: Liczba arctg 11 —arctg 9 jest mniejsza od liczby 1/41.
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Zadanie 4 (wersja 0)

Rozstrzygnac, ktora liczba jest wicksza:

5 1 {5/ 1 1
14— — 14— 9
\/ TV T0 Y 300
Wskazéwka: f(x)= /r— Jx

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f okreslong wzorem

fla) =Yz

1 1
/ — —
f@) =527 5

otrzymujemy

oraz
4 5 125—144.2Y/%

" _
@) = = 55 a7 T 5501176 = 90021170
dla x> 1, skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta w przedziale (1, o).
Zatem wykres funkcji f dla > 1 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie (1, 0). Poniewaz f'(1) =1/30, dla z > 1 zachodzi nier6wnos¢

F) < F1) 455 (-1 ="

<0

1
i w konsekwencji przyjmujac r =1+ 0 otrzymujemy

f<1+ 1>< L
10 300

\5/1—1— ! \6/1+ : < !
10 10 300

Odpowiedz:
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Zadanie 4 (wersja 1)

Rozstrzygnac, ktora liczba jest wicksza:

s 1 {;/ 1 1

1+——J1+— — 7

\/ VT Y 330
Wskazéwka: f(x)= /r— Jx

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f okreslong wzorem

fla) =Yz

1 1
/ — —
f@) =527 5

otrzymujemy

oraz
4 5 125—144.2Y/%

" _
@) = = 55 a7 T 5501176 = 90021170
dla x> 1, skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta w przedziale (1, o).
Zatem wykres funkcji f dla > 1 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie (1, 0). Poniewaz f'(1) =1/30, dla z > 1 zachodzi nier6wnos¢

F) < F1) 455 (-1 ="

<0

1
i w konsekwencji przyjmujac r =1+ I otrzymujemy

f<1+ 1>< L
11 330

i’/1+ ! \6/1+ ! < !
11 11 330

Odpowiedz:
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Zadanie 4 (wersja 2)

Rozstrzygnac, ktora liczba jest wicksza:

J 1 o 1 1

14— — 1y 9

\/ ST \/ Y 360
Wskazéwka: f(x)= /r— Jx

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f okreslong wzorem

fla) =Yz

1 1
/ — —
f@) =527 5

otrzymujemy

oraz
4 5 125—144.2Y/%

" _
@) = = 55 a7 T 5501176 = 90021170
dla x> 1, skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta w przedziale (1, o).
Zatem wykres funkcji f dla > 1 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie (1, 0). Poniewaz f'(1) =1/30, dla z > 1 zachodzi nier6wnos¢

F) < F1) 455 (-1 ="

<0

1
i w konsekwencji przyjmujac r =1+ T otrzymujemy

f<1+ 1>< L
12 360

i’/1+ ! \6/1+ ! < !
12 12 360 °

Odpowiedz:
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Zadanie 4 (wersja 3)

Rozstrzygnac, ktora liczba jest wicksza:

5 1 {5/ 1 1
14— 1y 9
\/ TV T Y 390
Wskazéwka: f(x)= /r— Jx

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f okreslong wzorem

fla) =Yz

1 1
/ — —
f@) =527 5

otrzymujemy

oraz
4 5 125—144.2Y/%

" _
@) = = 55 a7 T 5501176 = 90021170
dla x> 1, skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta w przedziale (1, o).
Zatem wykres funkcji f dla > 1 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie (1, 0). Poniewaz f'(1) =1/30, dla z > 1 zachodzi nier6wnos¢

F) < F1) 455 (-1 ="

<0

1
i w konsekwencji przyjmujac r =1+ 3 otrzymujemy

f<1+ 1>< !
13 390

\5/1—1— ! \6/1+ ! < !
13 13 390

Odpowiedz:
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Zadanie 4 (wersja 4)

Rozstrzygnac, ktora liczba jest wicksza:

5 1 {5/ 1 1
14— — 1y 9
\/ TV e Y Goo
Wskazéwka: f(x)= /r— Jx

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f okreslong wzorem

fla) =Yz

1 1
/ — —
f@) =527 5

otrzymujemy

oraz
4 5 125—144.2Y/%

" _
@) = = 55 a7 T 5501176 = 90021170
dla x> 1, skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta w przedziale (1, o).
Zatem wykres funkcji f dla > 1 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie (1, 0). Poniewaz f'(1) =1/30, dla z > 1 zachodzi nier6wnos¢

F) < F1) 455 (-1 ="

<0

1
i w konsekwencji przyjmujac r =1+ 20 otrzymujemy

f<1+ 1>< L
20 600

\5/1—1— ! \6/1+ : < !
20 20 600 -

Odpowiedz:
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Zadanie 4 (wersja 5)

Rozstrzygnac, ktora liczba jest wicksza:

s 1 {;/ 1 1
I+ —— 14— — 7
\/ LTI R TR AT,
Wskazéwka: f(x)= /r— Jx

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f okreslong wzorem

fla) =Yz

1 1
/ — —
f@) =527 5

otrzymujemy

oraz
4 5 125—144.2Y/%

" _
@) = = 55 a7 T 5501176 = 90021170
dla x> 1, skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta w przedziale (1, o).
Zatem wykres funkcji f dla > 1 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie (1, 0). Poniewaz f'(1) =1/30, dla z > 1 zachodzi nier6wnos¢

F) < F1) 455 (-1 ="

<0

1
i w konsekwencji przyjmujac r =1+ 21 otrzymujemy

f<1+ 1>< L
21 630

i’/1+ ! \6/1+ ! < !
21 21 630 °

Odpowiedz:
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Zadanie 4 (wersja 6)

Rozstrzygnac, ktora liczba jest wicksza:

J 1 o 1 1
14— 14— 9
\/ 5 \/ Y G0
Wskazéwka: f(x)= /r— Jx

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f okreslong wzorem

fla) =Yz

1 1
/ — —
f@) =527 5

otrzymujemy

oraz
4 5 125—144.2Y/%

" _
@) = = 55 a7 T 5501176 = 90021170
dla x> 1, skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta w przedziale (1, o).
Zatem wykres funkcji f dla > 1 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie (1, 0). Poniewaz f'(1) =1/30, dla z > 1 zachodzi nier6wnos¢

F) < F1) 455 (-1 ="

<0

1
i w konsekwencji przyjmujac r =1+ 2 otrzymujemy

f<1+ 1>< L
22 660

i’/1+ ! \6/1+ ! < !
22 22 660 °

Odpowiedz:
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Zadanie 5 (wersja 0)
Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x spetniajacej nieréwnosé

1
;42011 2013
m X - COS x > 92012 °

S

Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f okreslona wzorem
f(z)=sin® "z cos® .
Woéwezas jej pochodna wyraza sie wzorem
f'(x) =2011-sin*'%2 - cos® 2 — 2013 - sin®"? 1 - cos?" 2z =

= (2011 -cos?z —2013- Sin2x) -sin?0z . cos®2 g |

1(3) -

(TN o2 a2 T gp2000 2012
f (4)—(2011 cos 1 2013 -sin 4) sin 1 COS 1 52

Poniewaz

oraz
1

011 7&0’

funkcja f osiaga w punkcie /4 wartosé¢ 1/22012 ktéra nie jest ekstremum lokalnym, gdyz
f(m/4) #0. W szczegblnosei nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi

osigga¢ w poblizu /4 takze warto$¢ wigksza od 1/22012,
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Zadanie 5 (wersja 1)
Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x spetniajacej nieréwnosé

1
:,2013 2015
m X - COS x > 92014 *

S

Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f okreslona wzorem
f(z)=sin® Pz cos?P .
Woéwezas jej pochodna wyraza sie wzorem
f'(x) =2013-sin?*?2 - cos®®x — 2015 - sin®"* 1 - cos? Mz =

- (2013 -cos?z —2015- Sin2$) -sin?2 g cos®M g |

1(3) =

(TN 2T . o T . 2012 T 2014 1
f (4) = (2013-(:05 1—2015-sm 4>-s1n Z'COS 4 92013 70,

funkcja f osiaga w punkcie /4 wartosé¢ 1/2201 ktéra nie jest ekstremum lokalnym, gdyz
f(m/4) #0. W szczegblnosei nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi
osigga¢ w poblizu 7/4 takze wartoéé¢ wieksza od 1/22014,

Poniewaz

oraz
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Zadanie 5 (wersja 2)
Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x spetniajacej nieréwnosé

1
:2015 2017
m X - COS x > 92016 °

S

Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f okreslona wzorem
f(z) =sin®x.cos?"x .
Woéwezas jej pochodna wyraza sie wzorem
f'(z) =2015-sin?" x - cos*'¥ 2 — 2017 -sin**' 0z - cos** 0 2

- (2015 -cos?z —2017- Sin2$) -sin?M g cos®10 g |

1(3) -

f (Z) = (2015 : COSQZ — 2017-sin21> sin2014 7 gog2016 T

Poniewaz

oraz

4 4 22

1
0157&0’

funkcja f osiaga w punkcie /4 wartosé¢ 1/22016 ktéra nie jest ekstremum lokalnym, gdyz
f(m/4) #0. W szczegblnosei nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi

osigga¢ w poblizu 7/4 takze warto$¢ wigksza od 1/22016,
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Zadanie 5 (wersja 3)
Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x spetniajacej nieréwnosé

1
:.2017 2019
m X - COS x > 92018 *

S

Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f okreslona wzorem
f(z) =sin®"x.cos®z .
Woéwezas jej pochodna wyraza sie wzorem
f'(z) =2017-sin?" %z - cos***° 7 — 2019 -sin***¥ 1 - cos** ¥z

- (2017 -cos?z —2019- Sin2$) -sin?10 . cos®18 g |

1(3) -

f (Z) = (2017-00521 — 2019-sin21> sin2016 " oog2018 T

Poniewaz

oraz

4 4 22

1
0177&0’

funkcja f osiaga w punkcie /4 wartosé¢ 1/2201® ktoéra nie jest ekstremum lokalnym, gdyz
f(m/4) #0. W szczegblnosei nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi

osigga¢ w poblizu /4 takze warto$¢ wigksza od 1/22018,
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Zadanie 5 (wersja 4)
Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x spetniajacej nieréwnosé

1
in?"9z.cos? ™y >

S 92020 °

Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f okreslona wzorem
f(z)=sin® . cos? z .
Woéwezas jej pochodna wyraza sie wzorem
f'(x) =2019-sin?**8 2 - cos??? 2 — 2021 -sin?"?’ 1 - cos? Xz =

= (2019 -cos?x — 2021 - sin? :1:) .sin2018 1. 00g2020 4

13-

(TN 2T . o T . 2018 T 20207 _ 1
f (4) = (2019-(:05 Z—QOQl-sm 4>-s1n Z'COS 4 92019 70,

funkcja f osiaga w punkcie /4 wartosé¢ 1/220%0 ktéra nie jest ekstremum lokalnym, gdyz
f(m/4) #0. W szczegblnosei nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi
osigga¢ w poblizu /4 takze warto$¢ wigksza od 1/220%0,

Poniewaz

oraz
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Zadanie 5 (wersja 5)
Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x spetniajacej nieréwnosé

1
in?' 2. cos® By >

S 922022 ’

Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f okreslona wzorem
f(z)=sin®'z.cos™® .
Woéwezas jej pochodna wyraza sie wzorem
f(x) =2021-5in?"?"2 - cos?* 2 — 2023 - sin?"*? 1 - cos?* 1 =

= (2021 -cos?z — 2023 -sin? :1:) -sin?*? g . cos?2 g |

1(3)-=

(TN o2 2T 20207 2022
f (4)—(2021 cos 1 2023 -sin 4) sin 1 COS 1 52

Poniewaz

oraz
1

021 7&0’

funkcja f osiaga w punkcie /4 wartosé¢ 1/2%0%2 ktéra nie jest ekstremum lokalnym, gdyz
f(m/4) #0. W szczegblnosei nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi

osigga¢ w poblizu /4 takze warto$¢ wigksza od 1/220%2,
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Zadanie 5 (wersja 6)
Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x spetniajacej nieréwnosé

1
in?% . cos® ™y >

S 22024'

Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f okreslona wzorem
f(z)=sin®® . cos™® .
Woéwezas jej pochodna wyraza sie wzorem
f(x) =2023-sin?"??2 - cos?"?® £ — 2025 - sin?"** 1 - cos?* 1 =

- (2023 -cos?z — 2025 - sin? ZL”) -sin?*%2 g . cos® g |

1(3) = o

(TN 2T . o T . 2022 T 2024 _ 1
! (4)-(2023-005 T —2025-sin 4)-sm 1 = om0,

funkcja f osiaga w punkcie /4 wartosé¢ 1/22021 ktéra nie jest ekstremum lokalnym, gdyz
f(m/4) #0. W szczegblnosei nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi
osigga¢ w poblizu 7/4 takze wartoéé¢ wieksza od 1/220%4,

Poniewaz

oraz
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Zadanie 5 (wersja 7)
Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x spetniajacej nieréwnosé

1
in?% . cos? x> —

S 92026 °

Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f okreslona wzorem
f(z) =sin??x.cos* .
Woéwezas jej pochodna wyraza sie wzorem
f(x) =2025-sin?"?* 2 - cos?*® 2 — 2027 -sin?"?0 1 - cos?*0 1 =

- (2025 -cos?x — 2027 - sin? ZL”) -sin?*? g . cos?% g |

1(3)-m

(TN 2T . o T . 2024 T 2026 T _ 1
f (4) = (2025-005 1—2027-sm 4>-s1n Z'COS 4 92025 70,

funkcja f osiaga w punkcie /4 wartosé¢ 1/220%6 ktoéra nie jest ekstremum lokalnym, gdyz
f(m/4) #0. W szczegblnosei nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi
osigga¢ w poblizu /4 takze warto$¢ wigksza od 1/220%6,

Poniewaz

oraz
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Zadanie 5 (wersja 8)
Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x spetniajacej nieréwnosé

1
in?%" 1. cos® x>

S 92028 °

Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f okreslona wzorem
f(z) =sin??" 2. cos®®z .
Woéwezas jej pochodna wyraza sie wzorem
f(x) =2027-5in?*?° 2 - cos?™% 2 — 2029 - sin?"** 1 - cos? P 1 =

- (2027 -cos?z — 2029 - sin? ZL”) -sin?*% . cos? ¢ |

1(3) -7

ST\ o T . 9T\ . 9026 2028 T 1
f (4) = (2027-005 1—2029-sm 4>-s1n Z'COS 4 92027 70,

funkcja f osiaga w punkcie /4 wartosé¢ 1/2%0% ktéra nie jest ekstremum lokalnym, gdyz
f(m/4) #0. W szczegblnosei nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi
osigga¢ w poblizu /4 takze warto$¢ wigksza od 1/220%8,

Poniewaz

oraz
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