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Uzupelnienia, powtoérzenie

Zestawienie zbieznoéci réznego rodzaju ciggdéw, szeregéw i catek*!3.

Definicja zbieznosci ciggu
Rodzaj ciggu Zapis Definicja/Definicje
Rzeczywisty ciag liczbowy (a,) | a, — ¢ VIV |la,—gl<e
e>0Nn=N
Zespol iag liczb n n n—0| <
espolony ciag liczbowy (z,) | 2z, — ¢ EYOJE\IMENIZ gl<e
Zbieznosé¢ jednostajna W= f VIV Ifn—rfll<e
e>0Nn>N
i funkcyj n () — <
ciagu funkeyinego (£,) 3y Y h@-f@)l<e
Zbieznosé¢ punktowa fo—=fl VY ¥V 3V |fulx)—fla)<e
e>0zeDy Nn>=N
ciagu funkeyjnego (fy) Y Jul@) = f(z)
z€D;

Warunek konieczny zbiezno$ci szeregu/caltki

Rodzaj szeregu/calki Warunek Whniosek
Rzeczywisty szereg liczbowy > a, | a, /0 Szereg rozbiezny
n=1
Zespolony szereg liczbowy Y z, Zn 720 Szereg rozbiezny
n=1
Szereg funkcyjny > f,, | fnll 72 0 | Szereg nie jest jednostajnie zbiezny
n=1
Calka / f(z)dx f(x)—g Calka jest rozbiezna
1 T—00
Zalozenie: f jest ciagta na [1, oo) g#0
Calka /f(m) dx f(z) 40 Nic nie wynika,
1 T—00
Zalozenie: f jest ciagta na [1, o0) catka moze by¢ zbiezna

413Calek niewladciwych, rzecz jasna, bo tylko wtedy jest pytanie o zbiezno$é. W przypadku catek
niewlasciwych w tabelkach pojawiaja sie réwniez wlasnosci, o ktérych wezedniej nie méwiliSmy (zbieznosé
bezwzgledna, analogon szeregéw naprzemiennych).
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Zbieznos¢ bezwzgledna

Rodzaj szeregu/caltki Warunek Whnioski
Rzeczywisty szereg liczbowy > an] < oo Szereg Y ay, jest zbiezny
n=1 n=1
> an| < |an)
n=1 n=1
Zespolony szereg liczbowy > zn] <00 Szereg > z, jest zbiezny
n=1 n=1
> 2| <Y |2l
n=1 n=1
Szereg funkcyjny S lfull <oo | Szereg > fi zbiezny jednostajnie
n=1 =1
> ful < X Ifall
n=1 n=1
b b b
Catka / f(z)dw / f(z)| dz<oo| Calka / F(x) dx jest zbiesna
a a b a b
Zalozenia: a,b € [—00,00], a <D, /f(:c) dx </\f(x)| dx
f jest ciagta na (a, b)

Wyktad 19

Szeregi i calki o wzorze potegowym
Szereg/catka | Wyktadnik Zbieznosé
< 1
> — p<1 Szereg rozbiezny
n=1 np
p>1 Szereg zbiezny
Td
e p<l Calka rozbiezna
P
p>1 Calka zbiezna
T
d
/ o p=>1 Catka rozbiezna
xP
0
p<l1 Catka zbiezna
- 219 -

wtorek 8.06.2021




Jarostaw Wroblewsk:

Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

Kryteria d’Alemberta i Cauchy’ego

Rodzaj szeregu/ciagu Warunek Whiosek
Rzeczywisty szereg liczbowy a;LH —g€[0,1) | Szereg i a, jest zbiezny
n n=1
Rzeczywisty szereg liczbowy GZH —g€(—1,1) | Szereg i a,, jest zbiezny
n n=1
Zespolony szereg liczbowy ZZH —g€[0,1) | Szereg i Zn, jest zbiezny
n n=1
Zespolony szereg liczbowy % —g, |g|<1)| Szereg i 2, jest zbiezny
n n=1
Rzeczywisty szereg liczbowy GZH — g€ (1,00] | Szereg i a, jest rozbiezny
n n=1
Rzeczywisty szereg liczbowy CLZH —g, |g|>1 | Szereg i a, jest rozbiezny
n n=1
Zespolony szereg liczbowy ZZH — g € (1,00] | Szereg i Z, jest rozbiezny
n n=1
Zespolony szereg liczbowy il _, g, |g|>1 | Szereg i z, jest rozbiezny
n n=1
Rzeczywisty cigg liczbowy a;LH —g€][0,1) a, —0
n
Zespolony ciag liczbowy % —g€][0,1) 2 — 0
Rzeczywisty ciag liczbowy a;“ — g€ (1,00] |a,| — oo
Zespolony cigg liczbowy zZH — g€ (1,00] |2n| — 00

Rzeczywisty szereg liczbowy

Vlan| —9€10,1)

oo
Szereg > ay, jest zbiezny

n=1

Zespolony szereg liczbowy

Vlznl —9€00,1)

Szereg Y z, jest zbiezny

n=1

Rzeczywisty szereg liczbowy

Vlan| — g€ (1,00]

Szereg > a,, jest rozbiezny

n=1

Zespolony szereg liczbowy

Vlzn| =g € (1,00]

Szereg Y z, jest rozbiezny

n=1

Rzeczywisty ciag liczbowy

Vlan| —g€10,1)

a, —0

Zespolony ciag liczbowy

Vil —9€[0,1)

Rzeczywisty ciag liczbowy

Vlan| — g€ (1,00]

Zespolony ciag liczbowy

VI

Zn| — g € (1,00]
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Szeregi naprzemienne i uogélnienia
Rodzaj szeregu/calki Warunki Whiosek
Rzeczywisty szereg liczbowy an \, 0 Szereg i (—1)"a, jest zbiezny
n=1
Zespolony szereg liczbowy ay \, 0 Szereg i z"a,, jest zbiezny
n=1
lz|=1, z#1
Calka niewlasciwa f(x)\, 0 | Calka 70 f(z)sinx dz jest zbiezna
PR 1
Catka niewlasciwa f(z)\,0 | Calka 70 f(z)cosz dx jest zbiezna
oo 1

Kryterium poréwnawcze

Rodzaj szeregu/calki Warunki Whniosek
Rzeczywisty szereg liczbowy 0<a,<b,, > b,<o0 > a, <oo
n=1 n=1
Rzeczywisty szereg liczbowy 0<a,<bn, > a,=00 n = 00
n§1 bn:l
Calka niewlasciwa 0< f(z) < g(z), /g(w) dx < oo /f(x) dx < oo
b “
Calka niewlasciwa 0< f(z) < g(z), /f(x) dx =00 /g(x) dxr =00

A teraz dwa zadania zwigzane z powyzszymi tabelkami.

Przyklad 112:
Dowies¢, ze catka niewtasciwa

Tsin/z
/ 5 dx
x
jest zbiezna.
Rozwigzanie:
Korzystamy z kryterium zbieznosci bezwzglednej dla catek niewtasciwych oraz z kryte-
rium poréwnawczego dla catek niewtasciwych.
F|sin/x
2

I
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Przyklad 113:
Jedna z wtasnosci umieszczonych w tabelkach mowi, ze dla kazdej funkcji nierosnacej
f:[1, 00) — R majacej w 400 granice rowna 0, catka

7]“(:75) sinz dz
1

jest zbiezna.
Udowodni¢ te wlasno$¢ przy dodatkowym zatozeniu, ze funkcja f jest rézniczkowalna.
Wskazéwka: Catkowanie przez czesci.
Rozwigzanie:

Wykonujac catkowanie przez czesci otrzymujemy:

70f(x)sinxdx:f(x)(—cosx) —70]”(3:)(—(:0895) dr =

xr=

T—00

= lim f(a:)(—cosx)—f(l)(—cosl)+/f’(m) cosz dr .

Granica
lim f(z)(—cosx)

T—00

istnieje i jest réwna 0, co wynika z twierdzenia o trzech funkcjach i oszacowan
0<|f(x)(—cosz)|< f(z)—0 przy z— 0.
Natomiast catka

7f’(x) cosx dx
1

jest zbiezna na mocy kryterium zbieznosci bezwzglednej oraz kryterium porownawczego
dla catek niewtasciwych 414

0o o0

[ @)eoss] do < [ 17w de= [ ~7')dr=—1(2)

1

= — lim f(2)+f(1)=f(1).

T—00
————
=0

r=1

4 Tyzeba tez zauwazyé, ze skoro f jest nierosnaca, to f’(z) <O0.
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