Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

Ciagi i szeregi liczbowe o wyrazach zespolonych

Jak juz nietrudno sie domysli¢, ciggiem liczbowym o wyrazach zespolonych3™ bedzie-
my nazywac ciag (zn),cn, ktorego wyrazy z, s liczbami zespolonymi. Zespolone szeregi
liczbowe to te same obiekty, co ciggi zespolone, tylko inaczej podane3™.

Jak wiemy z doswiadczenia, gléwnym pojeciem analizy zwiazanym z wszelkiego rodza-
ju ciggami jest pojecie zbieznosci i granicy. Przypomnijmy wiec definicje granicy ciagu
liczbowego (o wyrazach rzeczywistych). Ciag liczbowy (a,) jest zbiezny do granicy g,
jezeli

VIV |a,—gl<e.
e>0Nn=N

Intuicyjnie: dalekie wyraz ciagu maja by¢ bliskie granicy. Za mechanizm uzaleznienia
dalekiego posuniecia si¢ w ciggu stosownie do maltosci epsilona odpowiada uktad kwan-
tyfikatorow. Kluczowa jest mozliwoéé okreslania bliskosci dwoch liczb rzeczywistych3™
dzigki pomiarowi zwyktej geometrycznej odlegto$ci miedzy liczbami na osi liczbowej. Od-
legtoscig liczb x 1 y jest po prostu modut ich réznicy: |x —y|. Skoro mamy miare tego,
jak bardzo dwie liczby sie réznia, to mozemy te miare wkomponowa¢ w definicje granicy
ciggu liczbowego.

Bedziemy mogli przenie$¢ te definicje na grunt liczb zespolonych, jesli zgodzimy sie
co do tego, jak mierzy¢ odlegtosci miedzy liczbami zespolonymi. Ale tu chyba nie ma
zadnego sporu, gdyz ze wzgledu na interpretowanie liczb zespolonych jako punktow ptasz-
czyzny mozemy po prostu przyjaé standardows odlegtosé euklidesowa, zgodnie z ktora
odlegtos¢ liczb zespolonych jest modutem ich réznicy.

W konsekwencji przyjmiemy, ze ciag (2,) jest zbiezny do granicy®™ g, jezeli

VIV |zn—yg|<e.

e>0Nn=N

Widzimy, ze definicja ta od definicji granicy ciggu rzeczywistego rozni sie tylko uzy-
ciem literki z innego konca alfabetu dla oznaczenia wyrazéw ciggu. Nic dziwnego, skoro
wartos¢ bezwzgledna liczby zespolonej oznaczamy tym samym symbolem, co w przypad-
ku rzeczywistym, a sformutowanie odlegtosc jest modutem réznicy nie zawiera bezposred-
niego odniesienia do rodzaju liczb o jakich méwimy.

372Lub zespolonym ciagiem liczbowym.

373 Jak zwykle szereg utozsamiamy z ciagiem jego sum cze$ciowych. Terminologia sie przenosi poza
dwoma elementami:
e Co innego nazywamy wyrazem — w szeregu wyrazami nazywamy skladniki, ktére dodawane tworzg
wyrazy ciggu sum czesciowych.
e Inaczej zapisujemy granice — w ciagu trzeba napisa¢ ”"lim”, w szeregu po prostu piszemy sume
nieskonczenie wielu sktadnikow.

37W tym wypadku a,, oraz g.

37 Qczywiscie g jest liczbg zespolona.
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Nietrudno zgadngé, ze na podstawie tej definicji mozna przepisaé wiekszos$é torii zbiez-
nosci ciggow z przypadku rzeczywistego, a w szczegdlnosci:
e suma, réznica, iloczyn, iloraz3 ciagéw zbieznych jest ciggiem zbieznym i granica su-
my, roznicy, iloczynu, ilorazu ciagéw jest odpowiednio suma, réznica, iloczynem, ilorazem
granic,
e zmiana skonczenie wielu wyrazéw nie wptywa na zbieznos¢ i granice,
e lim z, =0 wtedy i tylko wtedy, gdy lim_ |2,] =0,
e jezeli [2| <1, to lim 2" =0,
e jezeli lim z, =g, to lim |z,[=|g|.

Okazuje si¢ tez, ze pojecie granicy ciagdéw zespolonych pozornie si¢ trywializuje w ob-
liczu nastepujacego twierdzenia:

Niech
Zp =Ty + ynZ )

gdzie x,, y, sa liczbami rzeczywistymi. Wowczas ciag zespolony (z,) jest zbiezny wtedy
i tylko wtedy, gdy obydwa3"" ciagi rzeczywiste (x,), (y,) sa zbiezne. W takim wypadku
A, 2 = 0 T 0 1 g
Innymi stowy, zbieznosé ciggu zespolonego sprowadza sie do zbieznosci dwoch ciggdw
rzeczywistych: ciggu czesci rzeczywistych oraz ciagu czesci urojonych.

Kto$ moze powiedzie¢: To jak tak, to po co sobie zawraca¢ gtowe z caly ta teroria,
skoro cigg zespolony to tak naprawde para ciagéw rzeczywistych? Po co badaé¢ zbieznosé
ciagu zespolonego, skoro wyjdzie na to samo jak zbadamy dwa ciagi rzeczywiste? Okazuje
sie, ze nie do konca tak jest. Struktura liczb zespolonych moze by¢ czasami bardzo
pomocna, co najlepiej wida¢ na nastepujacym przyktadzie:

Przyktad 100:
Obliczy¢ granice

S\ .\ n?
O AR
T ()T ()

Rozwigzanie:
Ktos chetny, aby roztozyé¢ wyrazenie pod znakiem granicy na cze$¢ rzeczywista i czesé
urojona? Nie sadze. Natomiast wystarczy zauwazy¢, ze wszystkie cztery liczby zespolone
podnoszone do potegi maja modut miejszy od 1, a wiec odpowiednie potegi daza do zera.
W konsekwencji granica jest rowna 5/3.

376W przypadku ilorazu musimy zadbaé o to, aby do mianownika nie dostato sie zero. W szczegélnosci
granica mianownika musi by¢ niezerowa.

377 Jedli jeden z ciagéw (), (yn) jest rozbiezny, to ciag (z,) jest rozbieiny niezaleznie od zachowania
drugiego z tych ciagow.
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Jesli chodzi o zespolone szeregi liczbowe, to z teorii szeregéw rzeczywistych przenosza
sie nastepujace kryteria zbieznosci:
o0
e Warunek konieczny zbieznosci: Jezeli z, /4 0, czyli |z, /0, to szereg >_ z, jest

n=1
rozbiezny.

e Zmiana wyrazow: Zmiana lub pominiecie skonczenie wielu wyrazow nie wplywa
na zbieznos¢ szeregu, ale moze wpltyna¢ na wartosé¢ jego sumy.

o0 oo
¢ Dodawanie/odejmowanie szeregéw: Jezeli szeregi »_ z, oraz »_ w, sa zbiezne,

n=1 n=1
[e.9]

to zbiezne sq szeregi Y (z, £w,) 1 przy tym

n=1
Y (zntwn) =Dz, £ wy,.
n=1 n=1 n=1

e Mnozenie przez stala: Jezeli ¢ jest liczba zespolona rézna od zera, to szereg »_ z,
n=1

e}
jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg > cz,. Jesli te szeregi sa zbiezne,

n=1
to
o0 o
doezm=c > zn.
n=1 n=1
oo
e Szereg geometryczny: Jezeli ¢ jest liczba zespolong rézng od zera, to szereg »  cz"
n=1

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy |z| <1. W takim przypadku

o0
d et =
n=1 1

cz

_Z‘

[e.e] oo
e Zbiezno$¢ bezwzgledna: Jezeli Y | |z,| < oo, to szereg Y z, jest zbiezny 1 wéwczas
n=1 n=1

[eS)
<2 |zl -
n=1

o0

Zn
1

n—

Zn+1

¢ Kryterium d’Alemberta: Jezeli lim =g €0, 00], to:

Zn

W przypadku g <1 szereg »_ z, jest zbiezny oraz z, — 0.

n=1

W przypadku g > 1 szereg Y z, jest rozbiezny oraz |z,| — co.

n=1

e Kryterium Cauchy’ego: Jezeli lim {/ |zn| = g €0, o], to konkluzja jak wyzej.
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Przytoczymy tez kryterium nie majace odpowiednika w teorii szeregdéw rzeczywistych:
e Rozklad na czeéci rzeczywista i urojona: Szereg Y (z, +yy,i), gdzie ,, oraz y, sa
n=1

[e.9] [e.9]
rzeczywiste, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy obydwa szeregi »  x, oraz »_ y, sa

n=1 n=1
zbiezne. Jak sie mozna spodziewac, w przypadku szeregéw zbieznych zachodzi réwnosé

S (@ tynd) =Y w0 +i- D yn.
n=1 n=1 n=1

Jest jeszcze jedno wazne kryterium. Ale powolutku. Z teorii liczbowych szeregéw
rzeczywistych znamy kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych:
oo
Jezeli a,\, 0, to szereg > (—1)"a, jest zbiezny.

n=1
Na pierwszy rzut oka wydaje si¢, ze w tym kryterium nie ma miejsca na liczby zespo-

lone. Jednak okazuje sie, ze dopiero w liczbach zespolonych wida¢ glebie tego kryterium.
Trzeba sobie tylko wyjasni¢, czym jest liczba —1. Oto6z jest to liczba o module 1 rézna
od 1.

Mamy wiec:

e Uogdlnienie kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych:
Niech w bedzie taka liczba zespolona, ze |w|=1 oraz w # 1. Niech (a,) bedzie niero-
snacym ciagiem liczb rzeczywistych dodatnich zbieznym do zera. Wowczas szereg

[e.9]
> a,w”
n=1
jest zbiezny.

Przyjrzyjmy sie nastepujacym dwém charakterystycznym przyktadom.

Przyklad 101:
Rozstrzygnac zbieznos¢ szeregu

X n41
Rozwigzanie:
Rozdzielamy szereg na czes¢ rzeczywistg i urojona:
< n+i & (n+i)-(nP—i) Xnd+l+n?P-n)i XnP+l  Xni-n
ZTZZ( )4( ):Z 4( ) _y e
n:ln’*_z n=1 n *_1 n=1 n %_1 n:ln/+_1 n=1T +_1

Korzystajac z kryterium poréwnawczego dowodzimy rozbieznosci szeregu czesci rze-
czywistych:
00 n3 +1 ) n3 +0

> R
2 Zn4—|—n4

1 =
n=1T ﬁ_l n=1

1
—=00.
n

1 o0
32

Odpowiedz: Podany szereg jest rozbiezny.
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Przyklad 102:
Rozstrzygnac zbiezno$¢ szeregu

i n-+1
n=1 7’L3 +Z .
Rozwigzanie:
Sposob I:
Rozdzielamy szereg na czesé¢ rzeczywista i urojona:
® n+i X (n+i)-(nP—i) Xnt+l+m3-n)d X 4+1 , n®—n
Z 3 Z 6 - Z 6 Z 6 Z 6 .
—inctt 0 nb+1 el n®+1 - n +1 1nt+1
Korzystajac z kryterium poréwnawczego dowodzimy zbleznosm obu Skladnikéw378
4 4 4
*n+1 _ Xn+n > 1
— <)) ——=2-) —<0,
nz::lnﬁ%—l\nz::l nb+0 nzz:an
0o n3_n 0o n3_0 00 n3 0o n3 >~ 1
nzzjl nf+1 -~ mnb+1 nzz:l n®+1 ;= nf+0 nzzjlng

Odpowiedz: Podany szereg jest zbiezny.
Sposob I1:

Zastosujemy kryterium zbieznosci bezwzgl@dnej oraz kryterium poréwnawcze:

Z e U SRS T R
=2 —<00.
il = Vi 6+ = Vb0 on?

Odpowiedz: Podany szereg jest zbiezny.

"

378Zauwazmy, ze w drugim skladniku pomimo znaku "~ wyrazy sa nieujemne.
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Przyktad 103:
Obliczy¢ sume szeregu zespolonego

3

i z
n=0 2n .
Dla ktérych z ten szereg jest zbiezny?
Wykorzysta¢ otrzymany wynik do obliczenia sumy szeregu
>, COSNT

>

n=0

Doprowadzi¢ wynik do postaci
a+bcosx

c+dcosz’

gdzie a, b, ¢, d sa liczbami catkowitymi.

Rozwigzanie:
Dany w zadaniu szereg jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a; =1 i ilo-
razie ¢ = z/2, skad wynika, ze jego suma jest réwna

ai 1 2
l—q 1-%2 2-z’

oile |z/2| <1, czyli |z| <2, bo szereg geometryczny o ilorazie g jest zbiezny wtedy i tylko
wtedy, gdy |g| < 1.

Przyjmujac z =cosx+isinz, co daje

2" =cosnx+isinn,

otrzymujemy
> cosnr X Rez" >, 2" 2
> = =Re) —=Re =
n=0 2n n=0 2n n=0 2n 2—z
R 2 R 2-(2—cosx+isinz) 2-(2—cosx) 4—2cosx
= e = e — — .
2—cosz—isinx (2—cosz)2+sin’z  4—4cosz+cos?x+sin’r  5—4dcosx

Zespolone szeregi potegowe

Zespolonym szeregiem potegowym nazywamy szereg postaci
o
> 2",
n=0
gdzie z, sa wspolczynnikami zespolonymi®™, natomiast z przebiega liczby zespolone.
Na razie traktujmy taki szereg jak zespolony szereg liczbowy z parametrem zespolo-
nym z. Pytanie, jakie bedziemy zadawac, to pytanie o obszar zbieznosci takiego szeregu,
czyli problem wyznaczenia zbioru tych liczb zespolonych z, dla ktorych szereg jest zbiez-
ny. Na poczatek rozwigzemy kilka zadan na wyznaczanie obszaru® zbieznosci.

379 Jednak czesto s to liczby rzeczywiste.
380Ktéry to obszar, jak sie przekonamy, jest kolem o érodku w zerze. Ale o tym pdzniej.
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Ogolne wskazowki sg takie:

1° Najpierw stosujemy kryterium d’Alemberta (ewentualnie Cauchy’ego), aby wyznaczy¢
promien kota, w ktérym jest zbiezny szereg®®!. Ten krok niewiele sie r6zni od analogicznej
procedury w przypadku rzeczywistych szeregéw potegowych.
2° Nastepnie rozstrzygamy®®?, w ktoérych punktach brzegu kola zbieznoéci szereg jest
zbiezny. Do dyspozycji*®® mamy nastepujace trzy kryteria:
e Warunek konieczny zbieznosci®®*: Jezeli w, /4 0, czyli |w,| /4 0, to szereg Y w,
n=1

jest rozbiezny.
e Zbieznosé¢ bezwzgledna: Jezeli > |w,| < oo, to szereg > w,, jest zbiezny.

n=1 n=1

e Uogodlnienie kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych:
Niech w bedzie taka liczba zespolona, ze |w| =1 oraz w # 1. Niech (a,) bedzie niero-
snacym ciagiem liczb rzeczywistych dodatnich zbieznym do zera. Wowczas szereg

o0
> aw”
n=1

jest zbiezny.

Przyklad 104:

Wyznaczy¢ obszar zbieznosci zespolonego szeregu potegowego

ZSn

S8

Rozwigzanie:
Stosujac kryterium Cauchy’ego (mozna tez zastosowaé kryterium d’Alemberta) otrzy-
mujemy

5" NN

— N ad B

(=8)"-n| 8-¥n 8
Jezeli |z|3/8 < 1, czyli |z| < 2, to dany szereg potegowy jest zbiezny. Jedli zas |z|>/8 > 1,
czyli |z| > 2, to jest on rozbiezny.

Wobec tego promien zbieznosci szeregu jest rowny 2 i pozostaje zbadaé zbieznosé
na okregu ograniczajacym koto zbieznosci.

n

Niech wiec |z| =2. Wéowezas dany szereg potegowy przyjmuje postaé

io:(_z /8) :iwina

n=1 n n=1 T

gdzie w = —23/8 jest liczbg zespolong o module 1.

381Czyli promien zbiezmodci.

3820 ile nie rozstrzygneliémy tego w kroku 1°.

383Inne kryteria wydaja sie tu malo uzyteczne.

3847 mienilem literke z na w, aby nie uzywaé z,, ktére nieco wyzej sa wspélczynnikami szeregu
zespolonego.
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Jezeli w# 1, to powyzszy szereg jest zbiezny zgodnie z uogdlnieniem kryterium Leib-
niza o szeregach naprzemiennych.

Natomiast dla w =1 otrzymujemy szereg harmoniczny, a wiec rozbiezny.

Pozostaje rozwiaza¢ réwnanie —2%/8=1, czyli 2=—8. Jednym z rozwigzan jest z=—2,
a pozostate dwa rozwiazania leza na okregu o srodku w zerze i promieniu 2 w réwnych
odlegtoéciach katowych — maja argumenty 4 /3.

Odpowiedz: Podany szereg jest zbiezny w kole o srodku w zerze i promieniu 2 wraz
z brzegiem oprocz trzech punktéw: —2 oraz 14 +/3i.

Przyktad 105:

Wyznaczy¢ obszar zbieznosci zespolonego szeregu potegowego
00 ZSn

216”-71'

n=1
Poda¢ w postaci kartezjanskiej liczby zespolone uzyte do opisania obszaru zbieznosci.
Rozwigzanie:
Stosujac kryterium Cauchy’ego (mozna tez zastosowaé kryterium d’Alemberta) otrzy-
mujemy

ZSn
16" -n

I N G
“16-¢n 16
Jezeli |2]®/16 < 1, czyli |z| < /2, to dany szereg potegowy jest zbiezny.
Jesli zas |2|®/16 > 1, czyli |z| > v/2, to jest on rozbiezny.
Wobec tego promiefi zbieznosci szeregu jest réwny /2 i pozostaje zbadaé zbieznogé
na okregu ograniczajacym koto zbieznosci.

n

Niech wigc |z| = /2. Wéwczas dany szereg potegowy przyjmuje postaé

0o ZSn 00
,;16"-71_;::1?’

gdzie w=28/16 jest liczba zespolong o module 1.

Jezeli w# 1, to powyzszy szereg jest zbiezny zgodnie z uogdlnieniem kryterium Leib-
niza o szeregach naprzemiennych.

Natomiast dla w =1 otrzymujemy szereg harmoniczny, a wiec rozbiezny.

Pozostaje rozwigza¢ réwnanie 28/16 =1, czyli 28 = 16.

Jednym z rozwigzan jest z=/2, a pozostale rozwigzania leza na okregu o $rodku
w zerze i promieniu v/2 w réwnych odleglociach katowych — maja argumenty kr/4
przy k=1,2,...,7.

Odpowiedz: Podany szereg jest zbiezny w kole o $rodku w zerze i promieniu v/2
wraz z brzegiem oprécz oémiu punktow: +v/2, +iv/2 oraz +£1=+,1.
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Przyklad 106:

Wyznaczy¢ promien® zbieznosci zespolonego szeregu potegowego
00 an . 2"2
> e (1)
n=1 (nl)n

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium Cauchy’ego do szeregu (1) traktowanego jako zespolony szereg
liczbowy z parametrem z.

Otrzymujemy
an . Zn2 nt.z"

()"

Nastepnie stosujemy kryterium d’Alemberta do rzeczywistego ciagu liczbowego (b,,).

n"-|z|"
el
n!

n

n!

Otrzymujemy
b 1)ntt. |z |+t ! n+1)- (21" 1\"
w_ ("M n :( )- () |:<1+> 2| —e-|z|
by, (n+1)! nn-|z|" (n+1) n

przy n — oo.

Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
wyrazow ciagu (b,) réwnej e |z|.

Jezeli e-|z| < 1, czyli |z]| <1/e, to na mocy kryterium d’Alemberta b, — 0 <1, skad na
mocy kryterium Cauchy’ego szereg (1) jest zbiezny.

Jezeli zas e-|z| > 1, czyli |z| <1/e, to na mocy kryterium d’Alemberta b, — +00 > 1,
skad na mocy kryterium Cauchy’ego szereg (1) jest rozbiezny.

Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (1) jest rowny 1/e.

Odpowiedz: Dany w zadaniu zespolony szereg potegowy ma promien zbieznosci 1/e.

385To znaczy, ze nie trzeba rozstrzygaé, co sie dzieje na brzegu kota zbieznoéci.
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Zobaczylismy kilka przyktadow, w ktorych wyznaczaliSmy obszar zbieznosci zespolo-
nego szeregu potegowego. W obliczeniach traktowalismy taki szereg jak zespolony szereg
liczbowy z parametrem zespolonym z. Co prawda bedziemy rozumieli, ze w obszarze
zbieznosci takiego szerego mozna z jego sum skomponowaé¢ funkcje zmiennej zespolo-
nej z, ale o funkcjach zmiennnej zespolonej prawie nie bedziemy mowié3%.

Jak mozna podejrzewaé na podstawie dotychczasowych przyktadow, obszar zbieznosci
zespolonego szeregu potegowego jest kotem o §rodku w zerze, a promien tego kota nazy-
wamy promieniem zbiezno$ci zespolonego szeregu potegowego. W skrajnych sytuacjach
koto zbeznosci moze by¢ cata ptaszczyzna zespolona albo degenerowac si¢ do zbioru jed-
nopunktowego zlozonego z zera. Jesli za$ promien zbieznosci jest dodatni i skoniczony®®”,
to na okregu bedacym brzegiem tego kota moga sie dzia¢ rézne rzeczy: szereg moze by¢
zbiezny, szereg moze by¢ rozbiezny, szereg moze by¢ zbiezny w czesci punktow, a w czesci
rozbiezny.

Wyjasnia sie natomiast zagadka, dlaczego w przypadku rzeczywistego szeregu pote-
gowego uzywaliSmy zwrotu promien zbieznosci dla okreslenia potowy dtugosci przedziatu
zbiezno$ci. Méwienie o promieniu przedziatu jest co najmniej dziwne3®®. Jednak rzeczy-
wisty szereg potegowy jest takze zespolonym szeregiem potegowym?3®”. ktéry to szereg
potegowy ma obszar zbieznosci bedacy kotem na ptaszczyzZnie zespolonej?™, a ograni-
czajac sie do prostej rzeczywistej widzimy tylko slad tego kota w postaci przedziahu.
W konsekwencji promien zbieznosci rzeczywistego szeregu potegowego to promien kota,
ktorego ten przedzial jest srednica.

386 A dokladniej: pozwolimy sobie nazwaé pewne funkcje czy tez zapisaé¢ je wzorem, ale nie bedziemy
odnosi¢ sie do wlasnosci takich funkcji. Teoria takich funkcji jest niewyobrazalnie bogata i pelna fascy-
nujacych zjawisk. Na przyktad: funkcja zespolona majaca pochodna w sensie zespolonym, ma pochodne
wszystkich rzedow i jest suma szeregu potegowego; pewne calki rzeczywiste mozna obliczaé¢ catkujac
funkcje zespolone po krzywej okrazajacej osobliwo$¢ (hasto: residua). Ale to, skromnie liczac, wymaga
co najmniej semestralnego wyktadu. Jesli kogo$ to interesuje, moze w przyszlodci (po zaliczeniu Anali-
zy 3) zerknaé na wyklad z nazwa w stylu: Funkcje zespolone, Funkcje analityczne, Analiza zaspolona.

387(Czyli mamy prawdziwe geometryczne koto.

388 Ja zwykle podaje, ze mam 170 cm wzrostu a nie méwie, Ze mam promien 85 cm.

389Wystarczy bowiem zamienié¢ literke = na z i umoéwié sie, ze przebiega ona wartoéci zespolone.

390Méwienie o promieniu jest tu jak najbardziej na miejscu.
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Dla ilustracji przedstawie®?! przyklady szeregdéw o charakterystycznych kotach zbiez-
nosci:

e Cata plaszczyzna:
o ZTL

n=0 n!

e Zbioér jednopunktowy zlozony z zera:

o0
> onl".
n=0

e Kolo o $srodku w zerze i promieniu R bez brzegu:

o0 Zn

n=0 R" '

¢ Kolo o srodku w zerze i promieniu R z brzegiem:

>
= n2,Rn '

¢ Kolo o srodku w zerze i promieniu R z brzegiem bez punktu R:

o0 Zn
nzz:ln'Rn'

e Koto o $srodku w zerze i promieniu 2 z brzegiem bez 3 punktow:

Z3n

—_—. przyktad 104
=9 ( )

e Koto o érodku w zerze i promieniu v2 z brzegiem bez 8 punktéw:
00 8n
z

z:16”-71'

n=1

(przyktad 105)

e Kolo o érodku w zerze i promieniu 1 z sieczkg>”?

Zn3n

S

n=1 1

na brzegu:

391Bez wechodzenia w szczegoty dlaczego obszary zbieznoéci sa takie jak podaje — w wickszoéci przy-
padkéw jest to tatwe ¢wiczenie.

392To znaczy, ze na okregu o promieniu 1 szereg jest zbiezny na gestym zbiorze i rozbiezny na gestym
zbiorze.
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Teraz zajmiemy si¢ jednym szczegdlnym szeregiem potegowym, a mianowicie szere-

giem o o

n!

n=0 T
zbieznym na catej ptaszczyznie zespolonej. Poniewaz wspotezynniki tego szeregu sa licz-
bami rzeczywistymi, mozemy rozwazaé ten szereg na prostej rzeczywistej jako rzeczywi-
sty szereg potegowy: 0o

:L,TL

7' .
n=0 TV
Jak wiemy, suma tego szeregu jest funkcja wyktadnicza:
> o0 $n
ef= —.
n=0 n!

Podsumujmy wigc: mamy szereg potegowy, ktéry jest zbiezny zaréwno dla argumen-
tow rzeczywistych jak i zespolonych. I mamy funkcje, ktéra ma sens tylko dla argumentow
rzeczywistych3?3. Ta funkcja i suma tego szeregu s réwne dla argumentéw rzeczywistych.
Skoro tak, to naturalnym wydaje sie, aby owa funkcje rozszerzy¢ na cata ptaszczyzne
zespolong przyjmujac jako jej definicje sume owego szeregu potegowego:

n
z < <
e = —.

Tak zdefiniowana funkcja wyktadnicza na ptaszczyznie zespolonej spetnia dla kazdych
liczb zespolonych 2y, z5 réwnosé

22

z1tz2 e“l.e
)

e

gdyz wlasnos¢ ta moze by¢ udowodniona na gruncie formalnego mnozenia szeregéw po-

tegowych poprzez udowodnienie®™* réwnosci:
YDECREC R o o
n=0 n! n=0 n! n=0 T

To moze postuzy¢ do wyprowadzenia bardziej praktycznego wzoru na e*, bo trudno
sobie wyobrazi¢, abysmy do obliczen kazdorazowo uzywali szeregu. Jezeli z=x+yi, gdzie
x, y sa liczbami rzeczywistymi, to

e er+yi — . eyi )
Czym jest %, to rozumiemy. A czym jest tajemnicze ¥’ ? Nie ma wyjécia, ten jeden raz
musimy uzy¢ szeregu, bo innego punktu zaczepienia nie mamy. Otrzymujemy3%
0o )2k+1 oo (_ )k 2k 1)k 2k+1

i (yi)" (yi)* y y
=2 ,E J“Z Q= e ,;] 2k +1)!

n=0 T

=cosy+i-siny.

=cosy =siny

393Bo na gruncie naszej dotychczasowej wiedzy nie widaé¢ jak nadaé sens np. wyrazeniu e’.

394Njie jest to trudne, wystarczy bowiem przekonaé sie, ze po obu stronach réwnosci jednomian z¥ 25"
wystepuje z takim samym wspélczynnikiem. Nie bawi¢ sie¢ w to jednak, bo nie jest to w tej chwili
najwazniejsze.

395 Jak zwykle: jedli nie postugujesz si¢ biegle znakiem Y~ , rozpisz sobie te sumy z kropeczkami.

Wyktad 18 - 209 - wtorek/sroda//wtorek 25/26.05//1.06.2021



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

W konsekwencji otrzymujemy wzor

T+Yi

e’ =e"- (cosy+i-siny) .

Widzimy wiec, ze za wartos¢ bezwzgledna liczby e* odpowiada czesé rzeczywista licz-
by z, natomiast argument liczby e* jest czescia urojona liczby z.

Powyzszy wzér wyjadnia, skad sic wzigl zapis e¥’ uzywany czasem jako skrot3% dla
napisu cosy —+1-siny.

Przy okazji wyjasnito sie tez, co oznacza wzoér €™ +1=0, ktéry zapewne podpatrzyliscie
u Krasnala Matematyka.

Morat stad jest nastepujacy: Jezeli mamy dobrze znang®” funkcje zmiennej rzeczy-
wistej, ktora to funkcja jest sumg szeregu potegowego, to mozna te funkcje rozsze-
rzy¢ na plaszczyzne zespolong®®®. Oczywiscie nie dotyczy to np. funkcji wymiernych,
bo te bez zadnej taski sobie interpretujemy dla liczb zespolonych.

A oto kilka tego typu przyktadow3?.

00 (_1)n22n+1

inz=>» ————— eC
B 00 (_1)nz2n
COSZ_nZ::oW 2eC
> (1 n+1_.n
In(1+2)= ()nz 2| <1, z#—1
n=1
o (1) 2n+1
arctgz:z(zzl_il 2| <1, 2#£+i
n=0

Na szczegblng uwage zastuguje logarytm, ktory okazuje sie byé¢ funkcjg odwrotng?®
do funkcji wyktadniczej, a w zwigzku z tym moze byé obliczany wedtug wzoru*!:

Inz=In|z|+i-argz.

396Pgki nie mamy zdefiniowanej funkcji wyktadniczej dla argumentéw zespolonych, to e¥? mozna uwa-
zac¢ tylko za dziwny skrot.

3971 najlepiej: jako$ nazwana.

39%8Moze nie cala, moze tylko na jakie$ koto o érodku w zerze.

399Jak widaé przyklady te sprowadzjg sie do zapisania funkcji rzeczywistej w postaci rzeczywistego
szeregu potegowego i zamianie literki x na z. Dla porzadku trzeba tez okresli¢ kolo zbieznosci szeregu
potegowego.

400To, Ze jest funkcjg odwrotna znowu wynika z pewnych tozsamosci formalnych na szeregach potego-
wych. Podany szereg potegowy definiuje logarytm tylko w pewnym kole. Jednak logarytm jako funkcje
odwrotng do wykladniczej mozna zdefiniowaé na calej plaszczyznie zespolonej bez zera. Jednak taka de-
finicja nie jest jednoznaczna, bo funkcja wyktadnicza nie jest réznowartosciowa, np. e® =e?™. Ale takie
sg uroki funkcji zmiennej zespolonej i oczywiscie nie bede w to wchodzié glebiej.

4017Zauwaz, ze logarytm ma tu argument z, a we wzorze powyzej ma argument 1+z.
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Przyktad 107:
Wyprowadzi¢ wzory na sumy

X sinnx X cosnx
DR
—  nl —  nl
n=1 n=0
Wskazéwka: z=cosx+i-sinx.
Rozwigzanie:
Wstawiajac
z=cosr+i-sinx
do wzoru
oo ZTL
ef = ]
oo !

1 pamietajac, ze
2" =cosnx+1-sinnx,

otrzymujemy

cosnx + 1-sinnx cosnx sinnx

oo

SPIEES =3 O
n=0 n! n=0 n! n=0 n!

7 kolel zastosowanie wzoru

et =% (cosb+i-sinb)

dla a =cosx oraz b=sinx prowadzi do

7 = eoosTHisinT _ gatbi _ o0 (cosh+i-sinb) = €™ - (cossina +i-sinsinz) =
=e“®*.cossinx +i-e“® -sinsinw .
Wobec tego
o0 o
cosSnT sinnx . . .
Yot — =" cossing +i- ™" -sinsina,
= nl —
n=0 n=0 rzeczywiste rzeczywiste
rzeczywiste rzeczywiste
skad
cosSNT ,
Z — = = 7. cossing
n=0 ¥
oraz*0?
o
sinnz o
d ——— =" sinsinx.
n!

n=1

402Gktadnik odpowiadajacy n=0 jest zerem, wiec go pomijamy.
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Przyklad 108:
Podaé wartosci calek (bez wykonywania catkowania !!!):
2m 27
/ecosx -sinsinz dx , /ecosx-cos sinx dx |
0

COsST

2
/ €% . cossinz - cosnz dr , e -cossinz -sinnx dx s
0

COsST

0
2
f

2m 2

/ecosx -sinsinz - cosnx dx , /e -sinsinz -sinnx dx .

0 0

Rozwigzanie:
7 poprzedniego zadania wiemy, jakie sg szeregi Fouriera zdefiniowanych ponizej funkcji

f oraz g

oo oo
f(x) =€ cossinr =} COS:w =ao+ Y (a,cosnz+b,sinnr)
n=0 T n=1
oraz
o0 1 oo
g(x)=e*" sinsinz =} s1m'm =co+ Y (cpcosnz+d,sinnx) .
n=1 T n=1

7 przyrownania powyzszych szeregéw trygonometrycznych wnioskujemy, ze odpowiednie
wspotezynniki sg rowne:

1 1
ap=1, ay = — , b,=0, co=c,=0, d,=—.
n! n!
Wobec tego ze wzoréw na wspdtezynniki szeregu Fouriera otrzymujemy?©?:

2 2
/ecosx-sinsinxdx:/g(x) dr=2m-cy=0,
0 0

27 2w

/ecow-cossinxdx:/f(x) dx =2m-ay=2m,
0 0
27 27

. ™

/e“’”-cossmx-cosnmdx:/f(x)'cosnxdxzﬂ'a”: I’
n:

! 0

27

21
/em”-cossinx'sinnxdx:/f(x)~sinnmd:c:7r-bn=07
0 0
2

e

2m

ST sinsinzx - cosnx dr = / g(z)-cosnrdr=m-c,=0,
0 0
2m

2m
. . . 3 7T
/e“’”-smsmx-smn:vdx:/g(x)-smnx dr=m-d,=—.
n!
5 0

403Tyzy calki réwne 0 sa catkami z funkcji nieparzystej, a przedzial catkowania mozna przesunaé
do (—m, ), wiec w tych przypadkach obeszliby$my sie bez szeregéw Fouriera.
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Przyktad 109:

Obliczy¢
= (1) = (1
nZ::1 oraz nz::O ]

przygladajac sie na wszystkie strony In (1+1).
Rozwigzanie:

Zgodnie ze wzorem

(_1)n+1 Lo

n

In(l1+2)= i

n=1
zastosowanym do z =1 otrzymujemy
) (_1)n+1 .

In(1+4d)=>"

n=1

(—1)2k+2'i2k+1 00 (—1)2k+1'i2k

2% +1 +,§1 2%

Z kolei wzor
Inz=In|z|+i-argz

zastosowany do z=1+41 daje

In?2
1n(1+z’):1n|1+z'|+z'.arg(1+z')zln\/§+z’£:%+z’£.
Wobec tego
1 & (—1)"”r1 © (-1)* m2 «
sy ThXogiiT s T
skad
00 _1)k‘+1
> =In?2
k=1
oraz ( )k
> (-1 s
3 TR
k=0
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Przyklad 110:
Przytoczony wcze$niej zespolony szereg potegowy

00 Zn~3”
ngl n

w punktach postaci z = e*™/3"  gdzie m € N oraz k € Z, jest zbiezny albo rozbiezny***
w zaleznosci od parzystosci k.

Zadanie dotyczy jednak zbieznosci tego szeregu w punkcie na okregu jednostkowym,
ktory to punkt jest innej postaci niz powyzsza.

Obliczy¢ sume tego szeregu dla z =1.

Przypomnienie:
S = (1)
=In2 —.
n; he Z “on4+1 4
Rozwigzanie:
Dla z =1, po uwzgl@dnien1u405 i®=1" dla a=b (mod 4), dany szereg przyjmuje posta¢i®
) 00 420 32" :(2n+1)-32n+1 00 (_1)n oo ;(2n+1)-3
? 1
1 00 1)n+1 00 6n+3 In?2 S (_1)n In2 i
) 2 " Z T2 "Xl 2 4
. In2 m
Odpowiedz: Dla z =1 suma danego szeregu jest rowna —5 "I

4045 tylko tak dla informacji, bo do rozwiazania zadania to nie jest przydatne.

405Uwzgledniamy to tak, ze 32"*! =3 (mod 4), skad 3" = 3. Mozna tez wyjéé od i =i, a nastepnie
przez 2" =i dojéé do 3T =3,

406 Pjerwsza ré6wnosé to rozbicie sumy na dwie sumy: w pierwszej znajduja sie skladniki o indeksach
parzystych, a w drugiej o nieparzystych. Przy okazji zmienia sie znaczenie zmiennej n. Jesli wolisz,

mozesz sobie wyobrazi¢ réwnosé

>

n=1

3" o ;2k-3%% 00 (2k+1)-3%+1

Z 2k kzz;) 2k+1 7

gdzie w pierwszej sumie przyjmujemy n =2k, a w drugiej n=2k+1.
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Przyklad 111:
Przyjrzyjmy si¢ szeregowi potegowemu logarytmu:
00 (_1)n+1zn

In(l+z)=>_ || <1, z#£ -1
n=1 n
dla wygody*’" przepisanemu w postaci
—In (1 Z— 2| <1, z#1
n=1 T

Szereg ten na okregu jednostkowym jest zbiezny poza punktem 1. Przyjrzyjmy sie
szeregom trygonometrycznym, ktérych slad mozemy zobaczy¢ na okregu jednostkowym.
Wstawiajac do rozwazanego szeregu z = cosx +1-sinx otrzymamy kolejno:
X (cosz+i-sinx)”

—In(1—cosz—i-sinz)=">_ :
n

COSs n:r sinnx

vy

cosnr . & sinnx
+i )

—In |1 —cosz —i-sinz|—i-arg(l —cosz—i-sinz) = Z

1 L
_i.m(Q—QCosx)—i'arCtg1—S;2:x nz::

skad
1 o0
—3 In (2—2cosz)= nz::l Coinx
oraz .
sinx sinnx
t
ares 1—cosx nz::
Po uwzglednieniu tozsamosci
1—(:os,x:2-sin2§
2
otrzymujemy
s 1 1
(<) ngl coinx = —i-ln (2—2cosx) = —3 -In 4sin? g =—In '2-5111%’
oraz
>, sinnx sinx 2-sin% -cos % cos %
—arcte ——— —arct —2 2 — arct 2 _ arct =
() n§1 arctg -— —— =arctg —— 3 : arctg : arc gtg%
B arctg tg (g—g) dla ze€ (0, m) B g—g dla z€ (0, )
T T
arctg tg (—g—g) dla xze€(—m, 0) 575 dla ze€(—m,0)

Zwroéémy uwage, ze szereg () jest rozbiezny dla z =0, gdyz wowczas otrzymujemy
szereg harmoniczny. A jego suma jest funkcjg nieograniczong majaca osobliwos¢ w zerze.
Tym samym otrzymaliémy przyktad funkcji nieograniczonej, ktéra jest suma*® swoje-
go szeregu Fouriera. To pokazuje, ze zatozenia, przy ktorych funkcja jest suma swojego

4071 urody.
408 Jedli zignorujemy rozbieznoéé w punkcie 0, czyli, ze wzgledu na okresowoéé, w punktach postaci 2k.
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szeregu Fouriera, moga by¢ do$¢ skromne, gdyz nieograniczonos$é funckeji jest czyms gor-
szym niz nieciaggtosé pzy zachowaniu ograniczonosci. A wzory na wspotczynniki szeregu
Fouriera prowadzg w tym wypadku do catek niewtasciwych.

Z kolei podana wyzej sume szeregu (&) nalezy uzupelnié¢ o uwage, ze jest ona rowna
zeru w punktach postaci k7. Przy tym suma ta jest funkcja ciagta w punktach (2k+1)7
1 nieciggta w punktach 2km.

A teraz nawigzanie do mojej wczesniejszej zapowiedzi:
Widaé wyraznie, Ze szeregi potegowe i trygonometryczne majg zupetnie inne wtasnosci.

Jednak wkrotce zobaczymy, ze sq one roznymi obliczami tego samego obiektu. ..
Przypomne, ze najwazniejsze réznice*?® to:

e Obszar zbiezno$ci szeregu potegowego jest przedziatem, obszar zbieznosci szeregu try-
gonometrycznego moze by¢ sieczka.

e Suma szeregu potegowego jest nieskonczenie rézniczkowalna, suma szeregu trygono-
metrycznego moze by¢ nawet nieciggta.

e Funkcja moze nie byé¢ sumag swojego szeregu Taylora, natomiast przy minimalnych
zatozeniach funkcja jest suma swojego szeregu Fouriera.

Mozna wiec przypuszczaé, ze szereg potegowy*!?
o0
> cua”
n=0

jest czyms z innego Swiata niz szereg trygonometryczny
[e.¢]
ap+ Y. (ancosnz+b,sinnz) .
n=1

Rzeczywisty szereg potegowy
o0
> epa”
n=0
mozemy odnalez¢ jako slad zespolonego szeregu potegowego
e.9]
> 2"
n=0

na prostej rzeczywistej. To nie wydaje sie by¢ jakas wielka niespodzianka. Natomiast
mniej oczywiste jest, ze szereg trygonometryczny mozemy prawie znalezé w zespolonym

409W tym miejscu wlasnoéci szeregéw odnotowuje hastowo. Dla wickszej precyzji trzeba si¢ cofnaé
do odpowiedniego wyktadu.

410Wspoblezynniki oznaczam przez c,, aby uniknaé konfliktu oznaczen ze wspélczynnikami szeregu
trygonometrycznego, ktéry pojawi sie za chwile.
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szeregu potegowym jako nawiniety na okrag jednostkowy !!! Wystarczy przypomnie¢
sobie, ze dla*!!
z=¢e" =cosx+i-sinx

mamy
Z" =cosnx+i-sinnx.

Wtedy na okregu jednostkowym sparametryzowanym argumentem, zespolony szereg
potegowy przyjmuje postac:
Y dpz2"=> dy(cosz+i-sinz)"=>_ d,(cosnz+i-sinnx)=>_ d,cosnz+i-Y_ d,sinnz,
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
co juz zaczyna pachnie¢ szeregiem trygonometrycznym.

Skoro wyszlismy od zespolonego szeregu potegowego, to jego wspotczynniki d,, nie
musza by¢ rzeczywiste. Jesli przyjmiemy na przyktad

d,=a,—b,- 1,

to otrzymamy

o oo o o0 o
Y dp2"=> dycosnz+i-Y dysinne =Y (a,—b,-i)cosnx+i->_ (a,—b,-i)sinnz =
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
[ee] o0
= (ay-cosnz+b, -sinnz)+i-»_ (a,-sinnx — b, -cosnz) .
n=0 n=0

Widzimy wiec, ze szereg trygonometryczny jest czescig rzeczywista odpowiednio dobra-
nego zespolonego szeregu potegowego na okregu jednostkowym.

Namiatki tego zjawiska juz mieliSmy okazje doswiadczy¢, kiedy najpierw poznalismy
przyktad szeregu trygonometrycznego
< cos(n-3"-x)

> ——, (®)

n=1 n
ktorego obszar zbieznosci jest gesta sieczka, a jakis czas pdzniej poznaliSmy zespolony
szereg potegowy

n3"

P (©)

n=1 1

ktory jest zbiezny w kole o promieniu 1, ale na okregu jednostkowym jest zbiezny na ge-
stym zbiorze i rozbiezny na gestym zbiorze.

Niby dwa przyktady, a tak naprawde jeden, bo szereg trygonometryczny (#) jest cze-
scia rzeczywista zespolonego szeregu potegowego (©) na okregu jednostkowym, na ktéry
nawinieta*'? zostala prosta rzeczywista.

411 Czyli dla z-téw z okregu jednostkowego sparametryzowanych z-em.
412Pyrzez parametryzacje z =e® =cosx +%-sinx.
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