Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

Ciagi i szeregi funkcyjne.

Dzi$ zajmiemy sie bardziej ogdlnymi?* ciggami i szeregami funkcyjnymi, to znaczy

takimi ciggami i szeregami, ktorych wyrazy sa funkcjami. Przypominam, ze ciag i szereg
to naprawde taki sam obiekt, tylko nieco inaczej podany. W ciggu podajemy?*® wyrazy,
a w szeregu chodzi nam o ciagg coraz dtuzszych sum czeSciowych — wowczas wyrazami
nazywamy sktadniki wystepujace w tych sumach.

Przyktad szeregéw potegowych troche nas rozpiescit: Po pierwsze obszar zbieznosci
szeregu potegowego jest bardzo porzadnym zbiorem?!!, a po drugie suma szeregu pote-
gowego jest bardzo porzadng?*? funkcja i w dodatku szereg taki mozna dowolnie wiele
razy rozniczkowaé wyraz za wyrazem. Okazuje si¢ jednak, ze przy zupetnie dowolnych
ciggach i szeregach funkcyjnych tak dobrze juz nie jest.

Dla ustalenia uwagi zajmijmy sie ciggami funkcyjnymi. To obejmie tez szeregi funk-
cyjne, tyle tylko, ze nalezy rozumie¢ szereg jako ciag sum czesciowych.

Ciagiem funkcyjnym nazwiemy ciag (fn),cn, gdzie funkcje f, sa okreslone**® na

wspolnej dziedzinie. Powiemy, ze ciag (f,) jest zbiezny punktowo?* do funkcji?® f
(okreslonej na tej samej dziedzinie, co funkcje f,,), jezeli dla kazdej liczby x nalezacej do
wspolnej dziedziny rozwazanych funkcji zachodzi zbieznosé

Jim fulw) = f(2).

Zapiszemy to symbolicznie?*6:

fa= [

Do tego dopowiemy wyraznie "przy n — oo” lub zostawimy to w domyséle, jesli uznamy,
ze jest to jasne z kontekstu.

Zbieznos¢ punktowa jest wiec doktadnie tym, co stosowaliSmy w przypadku szere-
géw potegowych. Po prostu dla kazdego punktu wspoélnej dziedziny z osobna rozwazamy
zbieznoéé ciggu liczbowego®*” o wyrazach bedacych wartosciami poszczegdlnych funk-
cji f, w tym wtasnie punkcie.

239Dotad poznaliémy jedynie szeregi potegowe — jest to bardzo szczegélny rodzaj szeregéw funk-
cyjnych.

240Najczesciej gotowym w miare prostym wzorem.

241Przedziatem.

242Njeskonczenie wiele razy rézniczkowalna.

243Lub rozwazane na wspoélnej dziedzinie. Nawet jesli wzory, ktérymi okreélone sa funkcje, maja sens
na wigkszym zbiorze, to z kontekstu powinno by¢ jasne, do jakiego zbioru je ograniczamy.

244P6ki co mozemy przystéwek 7 punktowo” lub przymiotnik ” punktowa” w sformutowaniu ”zbieznosé
punktowa” taktowaé jak niewiele znaczacy ozdobnik, ale niedtugo te stéwka stang sie bardzo istotne.

2450Qznaczenia tu przyjete podyktowane sa wzgledami dydaktycznymi — oznaczenie granicy punktowej
ciagu (f,) przez f, gdzie to wszystko sa funkcje, pozwala sie latwo rozeznaé, co jest czym i do czego
pasuje. Nalezy sobie jednak zdawac¢ sprawe, ze gdyby kto$ wzial sobie za bardzo do serca obowigzujace
konwencje, to powinien uznaé, ze literka f oznacza ciag (f,), jako ze f, oznacza n-ty wyraz ciagu f.

2467 auwaz, ze w tym zapisie uzywamy nazw funkcji, a nie ich wartosci w punkcie .

247Lub szeregu liczbowego.
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Popatrzmy teraz na dwa przyktady, ktore pokaza, ze z ogélnymi ciggami i szeregami
funkcyjnymi moze nie by¢ tak fajnie jak z szeregami potegowymi.

Przyktad 92:
Rozwazmy ciag funkcyjny (f,), w ktérym funkcje f,, : IR — R sa okreslone wzorem:
1
Inlo) =1
Jesli komus$ to pomoze, to mozna tez przyjac, ze

fl(fC)ZlJrlmg

fulx) = fi(nz).

Wtedy bedzie widaé, ze wystarczy wyobrazi¢ sobie wykres funkcji fi, a wowczas wykres
funkeji f,, jest wykresem funkcji f; zwezonym n-krotnie w poziomie (rys. 55).

119
y = fi1(z)
FA\N f3 y= f2(2)
fa
10
f20
- 1 0 1 -z
rys. 55
Ay
10
-1 OT 1 r
rys. b6
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Granice punktowa ciagu (f,,) mozna odczytaé z rysunku 55 i zobaczyé, ze jej wykres
jest przedstawiony na rysunku 56.

Mozna ja tez wyliczy¢ "na slepo” bez wyobrazania sobie wykreséw poszczegolnych
funkcji:
0 dlax=#0

1 dlaxz=0

. . 1
lim f,(z)= lim Tt = {

Zatem funkcja f:R— R bedaca granica punktowa ciagu (f,,) okreslona jest wzorem

0 dlaz#0
1 dlax=0

Przy tych oznaczeniach mozemy zapisaé¢ f, — f.

Co wynika z powyzszego przykladu? Mamy oto zbiezny?*® cigg funkcyjny. Wyrazy
tego ciggu sg bardzo porzadnymi funkcjami: nieskoniczenie wiele razy rézniczkowalnymi
na calej prostej?4’. A graniczna funkcja nie jest nawet ciggta. Co prawda tylko w jednym
punkcie, ale jest to wynikiem kompromisu migdzy prostota przyktadu, a pokazaniem
spektakularnego zjawiska — spokojnie mégtbym uzyska¢ wiecej nieciggtosci funkceji gra-
nicznej za cen¢ komplikacji przyktadu.

Przyktad 93:

Rozwazmy szereg?® funkcyjny
< cos(n-3"-x)

>

n=1 n

Wyrazy tego szeregu sg réwniez bardzo porzadne®!, a ponadto sg one funkcjami okreso-
wymi o okresie?>? 2. Skoro tak, to wystarczy przyjrzeé sie zachowaniu tego szeregu na
przedziale dtugosci 27, powiedzmy [0, 27]. Interesowaé nas bedzie obszar zbieznosci tego
szeregu, czyli rozstrzygniecie?®®, w ktérych punktach szereg jest zbiezny, a w ktoérych
rozbiezny.

Przyjrzyjmy si¢ danemu szeregowi w pewnych szczegdlnych punktach, dobranych tak,
aby tatwo byto rozstrzygnaé jego zbieznosc.

Dla x =0 otrzymujemy szereg

Y

S|

)
>
n=1

czyli szereg harmoniczny, a wiec rozbiezny. Podobnie jest dla?®* o = 2.

2487biezny punktowo, ale na razie nie wiemy, aby moégl byé zbiezny inaczej.

249 A nawet analitycznymi na calej prostej, jesli kto§ pamieta, co to funkcje analityczne.

250 Akurat tym razem wygodniej jest mi rozwazaé szereg, a nie ciag.

251 Njeskonczenie wiele razy rézniczkowalne na calej prostej, a nawet analityczne.

252Tak naprawde to wszystkie wyrazy tego szeregu maja tez okres 27/3, ale nie bede robil z tego
uzytku.

253Tak po prawdzie to tego do konca nie rozstrzygniemy, ale zdobedziemy wystarczajaca motywacje,
aby tak postawiony ambitny cel porzucié.

254Qraz dla x =2k, ale ze wzgledu na okresowo$é¢ wyrazéw szeregu interesuja nas tylko punkty z prze-
dziatu [0, 27].
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Dla z =7 otrzymujemy?*® szereg

SR {E

czyli szereg anharmoniczny, a wigc zbiezny.

Naniesmy te informacje na o$ liczbowg zaznaczajgc na czerwono punkty, w ktérych
szereg jest rozbiezny, a na zielono punkty, w ktorych jest zbiezny (rys. 57).

0 m 27
rys. 57

[ ]
A

k
Dla z = %, gdzie k=1,2,4,5, otrzymujemy szereg

o9 COS(%) 9 COS(k’?’L'Bn*l-ﬂ') 00 (_1)kn-3”_1 9 (_1)kn oo ((_1)k>n
nz::l n _nz::l n _nZ=:1 n _nz::l n _nzz:l n 7

czyli zbiezny szereg anharmoniczny dla k nieparzystych oraz rozbiezny szereg harmo-
niczny dla k parzystych.

Nanosimy te informacje na o$ liczbowa (rys. 58).

®
Y

0 2m T ar 51 o
3 3 3

wly
\
\

rys. 58

k
Teraz rozwazamy x = ?ﬁ’ gdzie k jest liczba catkowityg dodatnig mniejszg od 18,

niepodzielng przez 3. Otrzymujemy szereg?>®

o cos ( k3t k- o kn -3 2. k. 0o (_1)kn-3"7?

n=1 n n=2 n 3 n=2 n
o) £ 5) £ T

czyli zbiezny szereg anharmoniczny?®” dla k nieparzystych oraz rozbiezny szereg harmo-
niczny dla k parzystych.

Nanosimy te informacje na os liczbowa (rys. 59).

— e — —— & — — e — — & — — & — — 9 — — — ——o — —— o — ——— o>
4 5 2 e 8 ™ 10r 11w 4n 137 14n 57 16m 1707 9
9

T 2r T 8 A 5
9 9 3 9 9 3 9 9 9 9 3 9 "9 3 9

rys. 59

255 Pamietajac, ze coskm = (—1)*, a wartosé¢ (—1)* zalezy tylko od parzystoéci liczby k. W szczegdlnosci
(=)™ = (=",

bo liczby n-3™ oraz n sa tej samej parzystosci.

256W trakcie rachunkéw wylaczamy przed szereg pierwszy skladnik (odpowiadajacy n=1) — nie
wplywa on na zbieznoéé szeregu.

257Naprawde jest to szereg anharmoniczny bez pierwszego wyrazu. Podobnie szereg harmoniczny chwile
dalej zaczyna sie od drugiego wyrazu.
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T
Teraz rozwazamy x = 57 gdzie k jest liczba catkowita dodatnia mniejsza od 54,
niepodzielng przez 3. Otrzymujemy szereg?8

i cos(k”';‘;'”) s <k‘7r> +cos (%T’T) +§ cos (kn-3"3.7)

o n 9 2 n

n=3
k- Ccos 2k 1kn3n3 k- coSs 2k-m 0o (_1)kn
:cos< W>+ (3>+Z ) —cos( 7T>+ (23>+Z( )"
1

9 n 9
:COS<’<7§7T>+COS( &l )+Z (= >”“)n

czyli zbiezny szereg anharmoniczny?® dla k nieparzystych oraz rozbiezny szereg harmoni-
czny?%0 dla k parzystych.

Informacje te znajdziemy na rysunku 60.

—— 000000000000 0000000000000000000000000000000000000000000—>
0 T 2x T 4x 57 2« Tm 8 W 10r 1llm 4r 137 14z  5m  16m 17
9 9 3 9 9 3 9 9 9 9 3 9 9 3 9 9

rys. 60

b261

km
W analogiczny sposé mozna udowodni¢, ze dla r = _— dany szereg jest zbiezny

w przypadku £ nieparzystego i rozbiezny w przypadku k parzystego.
Widzimy wiec, ze szereg jest zbiezny w punktach, ktére lezg gesto na prostej,

a rozbiezny w innych punktach, ktore tez lezg gesto na prostej.

Obszar?%? zbieznodci rozwazanego szeregu funkcyjnego jest wiec jakas totalng siecz-
ka. Nie bedziemy nawet zastanawia¢ si¢ nad jego zbieznoscia w innych punktach niz
wymienione powyzej.

Podsumujmy:

W przypadku ciggu funkcyjnego przejscie graniczne nie zachowuje ciggto-
$ci. Granica®®® ciggu funkcji cigglych?** nie musi byé ciggla. A obszar zbiez-
nosci ciggu lub szeregu funkcyjnego moze by¢ bardzo kaprysnym zbiorem.

258Tym razem wylaczamy przed szereg dwa sktadniki (odpowiadajace n=1 oraz n=2).

299Bez dwéch poczatkowych wyrazéw.

260Tez bez dwoch wyrazéw.

261To jest tylko i wylacznie kwestia odpowiedniego zredagowania dowodu. W podanych punktach
otrzymujemy prawie szereg anharmniczny lub harmoniczny. ”Prawie”, bo nie zgadza sie skonczenie
wiele poczatkowych wyrazéw, co jednak nie wplywa na zbieznos¢.

262\ zasadzie jest tu pewne naduzycie, gdyz stowo "obszar” kojarzy si¢ zwykle z w miare porzadnymi
zbiorami.

263punktowa.

264 A nawet rézniczkowalnych.
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Postaram si¢ teraz, na ile to mozliwe, wyjasni¢ skad biorg si¢ powyzsze problemy
i jaka jest recepta na ich rozwigzanie.

Ot6z majac ciag funkcyjny, czyli taki, ktérego wyrazy sa funkcjami, zdefiniowalismy
przejscie graniczne?®® bez uwzgledniania w procesie tego przejscia granicznego, ze obiek-
ty, ktorymi operujemy, sa funkcjami. PrzechodziliSmy do granicy osobno dla kazdego
punktu wspolnej dziedziny rozwazanych funkcji, a nastepnie z tak uzyskanych granic
ciagow liczbowych skmponowalismy funkcje graniczng. Odpowiednie przejscie granicz-
ne powinno jednak uwzgledniaé¢ nature wyrazéw ciggu?®®, bo tylko wtedy mamy szanse
na zachowanie podstawowych wlasnosci®®” tych obiektéw.

Wr6émy wiec do definicji granicy ciggu liczbowego, ktéra to definicja sprawdza sie
znakomicie. Ciag liczbowy (a,) jest zbiezny do granicy g, jezeli

VY 3IV |la,—gl<e.

e>0Nn=N

Intuicyjna opowiastka jest taka, ze dalekie wyraz ciggu maja by¢ bliskie granicy. Za caly
mechanizm uzaleznienia dalekiego posuniecia sie w ciggu stosownie do matosci epsilona
odpowiada uktad kwantyfikatorow, ktéry jest tu doéé uniwersalny?®®. Catosci dopetnia
mozliwo$é okreslania bliskogci dwéch liczb rzeczywistych?%? dzieki pomiarowi zwyklej
geometrycznej odlegtosci miedzy liczbami na osi liczbowej. Odlegltoscia liczb = i y jest
po prostu modut ich r6znicy: |z —y|. Skoro mamy miare tego, jak bardzo dwie liczby sie
roznig, to mozemy te miare wkomponowaé¢ w definicje granicy ciggu liczbowego.

Przez analogie mgliby$my przyjaé, ze ciag funkcyjny (f,) jest zbiezny?™ do funkcji
granicznej f wtedy i tylko wtedy, gdy

Y 3 V (miara tego, jak bardzo f, rézni sie od f)<e.
e>0Nn>=N

Trzeba wiec umoéwié¢ sie jako$ sensownie co do sposobu mierzenia?™! jak bardzo dwie
funkcje sie roznia.

Do pewnego stopnia jest tu dowolnoéé umowy?™, jesli jednak mamy osiggnaé¢ odpo-
wiedni cel, to jedna umowa jest lepsza od innych.

Okazuje sie?™, ze w kontekécie funkeji cigglych najodpowiedniejszg miara tego, jak
bardzo réznig sie dwie funkcje, jest spojrzenie na najwieksza?™ mozliwa ich réznice w tym

265Czyli zbiezno$é punktowa.

266Czyli w tym wypadku funkcji.

26TW tym momencie interesuje nas ciaglosé.

268Wiec nie bedziemy przy nim majstrowaé.

269W tym wypadku a,, oraz g.

2T0Mozna si¢ spodziewaé, ze to juz bedzie inny rodzaj zbieznoéci niz znana nam zbieznoéé punktowa.

271 Mierzenia liczba rzeczywista nieujemna.

272To troche tak, jakby zapytaé, czy w lipcu ktérego$ tam roku bylo goraco. Kto$ powie: Bylo goraco,
przeciez 13-go byto ponad 40 stopni. A kto$ inny powie: Alez skad, w pozostate dni bylo zimno jak diabli,
Srednia temperatura ledwie przekroczyta 10 stopni. Kto ma racje? Kazdy swoja. A to czy przywiazemy
wieksza wage do maksimum temperatury czy do $redniej, zalezy od tego, do czego nam to jest potrzebne.

273Tego nie jestem w stanie tu wyjasni¢ — trzeba liznaé troche analizy funkcjonalnej, aby to do gtebi
zrozumiec.

274 Gt6wko "najwieksza” jest w tym rozbudowanym zdaniu najzgrabniejsze jezykowo, ale w istocie
chodzi mi o kres gérny, a nie maksimum.
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samym punkcie.

Przyjmiemy wicc, ze miarag?™ tego, jak bardzo réznig sie funkcje f i g okreslone
na wspoélnej dziedzinie D, jest liczba

sup | f(z) — ()| =sup {|/(+) —g(x)|: v € D} .

Opakujmy to teraz w oznaczenia, jakie sa w matematyce powszechnie uzywane. Norma
supremum?™® funkeji f okreélonej na zbiorze D nazywamy liczbe?™”

If1] =sup | f(z)] .
zeD

Liczba ta mierzy jak duza jest funkcja f, przy czym miarg wielkosci funkcji f jest kres
gbérny zbioru modutéw jej wartosci. Norma supremum dla funkcji jest odpowiednikiem
wartosci bezwzglednej dla liczby rzeczywiste;j.

Miarg tego, jak bardzo réznig sie dwie funkcje, jest norma?™ ich réznicy?™, w przy-
padku funkcji f i g bedzie to ||f —g||.

Wobec tego definicje zbieznosci ciagu funkeyjnego (f,,) do funkcji f, ktéra to definicje
naszkicowali$émy jako

VY 3 V (miara tego, jak bardzo f, rézni si¢ od f) <e,
e>0Nn>N

mozna teraz doprecyzowaé nastepujaco
VIV Ifa—fl<e.

e>0Nn=N
Wida¢ tu niezwykle podobienstwo?*® powyzszej definicji do definicji zbieznoéci ciggu. Po-
za uzytymi innymi literkami jedyna réznica jest taka, ze zamiast modutu (jedna kreska)
mamy norme (dwie kreski).

Zdefiniowany powyzej rodzaj zbiezno$ci nazywamy zbieznoscig jednostajng i zapisu-
jemy jako f, = f (w domysle: przy n — oo).

Wyjasnienia wymaga stowko ”jednostajna”, ktore juz sie pojawito w pierwszym se-
mestrze przy okazji ciggtosci®! funkeiji.

Warunek

V3T = fll<e

jest réwnowazny warunkowi

VIV - flI<e.
e>0Nn>=N

275W teorii przestrzeni metrycznych, ktéra obejmuje te sytuacje, nazywa sie to odlegloscia miedzy
punktami przestrzeni metrycznej — w tym wypadku punktami odpowiedniej przestrzeni metrycznej sg
rozwazane przez nas funkcje.

27684 na $wiecie normy rézne. Ale nas interesuje ta jedna. Stowo ”supremum” wyjasnia, o ktéra norme
chodzi.

2""Nalezy zwréci¢ uwage na to ozhaczenie. Po pierwsze, pod znakiem normy jest funkcja f, a nie
warto$é¢ f(z). Po drugie, w domyséle lub w konteksécie pozostaje zbiér D, na ktérym obliczamy norme.
Po trzecie, pelny zapis wygladalby tak: || f||cc — indeks co méwi, ze chodzi o norme supremum.

278 Pozwole sobie opuszczaé stéwko ”supremum”, gdyz innych norm na stole nie mamy.

27Podobnie: miarg tego, jak bardzo réznia sie dwie liczby, jest modul ich réznicy.

280Chodzi o graficzne podobiefistwo napisu.

281Przypomne, ze ciagloéé jednostajna to silniejszy warunek ciaglosci, o czym troche za chwile.
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Co prawda w kazdym z tych warunkéw dobor N do epsilona jest inny, ale wobec do-
wolnosci epsilona, koniec koncéw nie ma to znaczenia — po prostu przyjeto sie pisac
nierowno$¢ ostra. 7 kolei nieréwnosé

Ifn—flI<e

czyli%?

sup {[fn(x) = f(z)|: € D} <e
jest réwnowazna warunkowi

VY | fulz) = f2)]<e.

zeD
Zatem jednostajng zbieznos¢ f, = f mozna zdefiniowaé¢ warunkiem

vIv v |fu(z) = f(2)] <€,

e>0Nn>N ze
co wobec dowolnosci epsilona jest rownowazne warunkowi

VIV VY [fale)=fla)]<e.

E>0Nn>Nx6
Poniewaz mozna zmienia¢ kolejnos¢ kwantyfikatorow tego samego rodzaju stojacych
obok siebie, ostatni warunek mozemy przepisa¢ jako

VIV Y |fule)— fla) <e. (=)

e>0NzeDn>2N
Wréémy teraz do warunku zbieznosci punktowej f,, — f. Mozemy go zapisa¢ jako
VY falz) = f(z),
z€D
co po uwzglednieniu definicji granicy ciggu liczbowego przybiera postaé

V V3V |[falz)=flz)|<e.

xeD E>0NTL>
Po zmianie kolejnosci pierwszych dwoch kwantyfikatoréw otrzymujemy:
n x)<e.
¥, %3 Y, o)~ f(@) (~)

Jaka jest réznica miedzy warunkiem zbieznosci punktowej (—) i warunkiem zbieznosci
jednostajnej (=) ? Tylko taka, ze w pierwszym warunku mamy uktad kwantyfiktorow

VD]%II, a w drugim zamiast tego jest JElv vD. Od tego uktadu kwantyfikatoréw zalezy, czy
BS re

dobor N do ¢ jest niezalezny od x, czy tez ma prawo od x zaleze¢. Stowo ”jednostajna”
oznacza, ze dobor N do ¢ jest niezalezny od .

Podobnie jest z ciagtoscia funkcji:
v v 3V [f(x)=flzo) <e,

e>0xoeDy >0 z€Dy
|x—zg| <6

gdzie dobér delty do epsilona ma prawo zalezeé od xg, ale przy ciggtodci jednostajnej?®3
ten dobdr jest od xy niezalezny?84:

v.3 v v [fe)=flxo)l<e.

e>06>0xo€Dy =€Dy
|z —zg| <o

282Caly czas przyjmujemy, ze D jest wspélna dziedzing funkcji f,, oraz f.
283 A wiec mocniejszej.
284Ta niezaleznoéé jest zaznaczona odpowiednia kolejnoscia kwantyfikatoréw.
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Podobnie jak ciggto$¢ jednostajna funkeji jest warunkiem mocniejszym niz cigglosé,
tak zbieznos¢ jednostajna ciggu lub szeregu funkcyjnego jest warunkiem mocniejszym
niz zbieznos$¢ punktowa.

Ostrzezenie!!!

Z doswiadczenia wiem, ze niektérzy studenci myla jednostajng cigglosé
z jednostajng zbieznosciag. To sg rézne pojecia i dotycza innych obiektow
matematycznych. Jednostajna ciggtos¢ jest wlasnosciag pojedynczej funkcji
i jest wzmocnieniem warunku cigglosci. Natomiast jednostajna zbieznos¢ jest
wlasnoscig ciggu (lub szeregu) funkcyjnego i jest wzmocnieniem warunku
zbiezno$ci punktowej.

Stowo ”jednostajna” oznacza tyle, ze dobér ¢ lub N do epsilona odbywa sie jednako-

wo?*® na calej dziedzinie®.

Jak sobie wyobrazi¢, czym jest zbiezno$¢ jednostajna ciggu funkcyjnego? Popatrz
na rysunek 61.

0

rys. 61

Jesli narysujemy sobie wykres granicznej funkcji f oraz jego przesuniecia w gore i w dot
o0 €, to prawie wszystkie®®” wyrazy ciggu funkcyjnego maja wykresy calkowicie miesz-
czace si¢ w zakrzywionym pasie ograniczonym przez te przesuniecia. Jest to bowiem
geometryczna interpretacja nierownosci

fx)—e < fulz) < f(z)+e,

h288

ktére przy odpowiednio duzych?®® n musza?®” zachodzi¢ dla kazdego x € D.

285Czyli jednostajnie.

286Chodzi o dziedzine pojedynczej funkcji, gdy méwimy o ciaglosci, albo wspélng dziedzine funkcji
bedacych wyrazami ciagu/szeregu funkcyjnego, gdy méwimy o zbieznosci.

287TCzyli wszystkie poza skonczona iloscia.

288dpowiednio duzych to znaczy wickszych od N dobranego do «.

289Zg0dnie z definicja jednostajnej zbieznosci f, = f.
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Przepisujac warunek jednostajnej zbieznosci f, = f z postaci
VIy [lfn—fll<e

e>0Nn=N
do dziwacznie wygladajacej postaci

v 3V |lIfa—fll-0]<e

e>0Nn>2N

dostrzegamy w tym ostatnim definicje zbieznosci ciggu liczbowego (|| fn — f1]),,eny do zera.
Mozemy wiec powiedzie¢, ze f, = f jest rGwnowazne warunkowi

lim || f,— f||=0.

Taka posta¢ warunku jednostajnej zbieznosci moze sie przydaé¢, bo gdy uda nam sie
wyliczy¢® || f,, — f|l, mamy szanse na rozstrzygniecie jednostajnej zbieznosci tak skom-
plikowanego obiektu jak ciag funkcyjny, badajac tak prosty obiekt jak ciag liczbowy.

A teraz kilka uwag uzupetniajacych (zakladamy, ze wszystkie wystepujace funkcje sa
okreslone na tej samej dziedzinie).

e Norma spelnia nier6wnos¢ tréjkata, to znaczy || f+g|l < fll+19gll-
o Josli f, =2 f oraz g, =g, to (fu+g.) = (f +9) i analogicznic (f,—g.) =(f —g).

e Jedli f, 32 f, to dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ zachodzi (c- f,) = (c- f).

A dlaczego w ogdle zajmujemy sie zbieznoscig jednostajng? To sobie zaraz wyjasnimy.
Okazuje si¢ bowiem, ze granica jednostajnie zbieznego ciggu?! funkcji ciggtych jest funk-
cja ciagla. Zbieznosé jednostajna swietnie pasuje do $wiata funkcji ciagltych, bo ciggloséé
zachowuje sie przy jednostajnych przejsciach granicznych. Ale bedziemy mie¢ cos wiecej,
bo poznamy warunki, ktore zagwarantujg takze rézniczkowalnosé granicznej funkcji.

Podsumowanie wstepnych informacji o zbieznosci jednostajnej.

Norma supremum funkcji ograniczonej??? f: D —R

If|I =sup |f(z)] .
€D

Nierownosé tréjkata dla normy supremum: Dla funkcji ograniczonych f,g: D — R
zachodzi

1f gl < +llgll -

Zbieznosé¢ punktowa ciagu funkcyjnego: Ciag funkeyjny (f,,) jest zbiezny punktowo
do funkcji f, co zapisujemy jako f, — f, jezeli dla kazdego x nalezacego do wspdlnej
dziedziny funkcji f,, oraz f zachodzi

lim f,(2) = f(2).

n—oo

290Lub choéby oszacowad.

291 Ewentualnie suma jednostajnie zbieznego szeregu.

292Funkcja f musi byé ograniczona, aby norma supremum bytla liczba skoficzona. Na upartego mozna
byloby sie uméwié, ze norma supremum funkcji nieograniczonej jest nieskonczonoscia, ale raczej tego
nie robimy.
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Zbieznosé jednostajna ciagu funkcyjnego: Ciag funkeyjny (f,,) jest zbiezny jedno-
stajnie do funkcji f, co zapisujemy jako f, = f, jezeli

lim || f— ]| =0.

n—oo
Konieczne zatozenie: Funkcje f, oraz f sg okreslone na wspoélnej dziedzinie.
Wskazane zatozenie: Funkcje f,, oraz f sa ograniczone?%3.

A teraz wazne twierdzenie ...

Twierdzenie: Jezeli ciag ograniczonych funkeji ciaglych (f,,) okreslonych na wspélnej
dziedzinie jest zbiezny jednostajnie do funkcji?** f, to funkcja f jest ciggla.

Gtowny element dowodu:

Nie jest celem tego wyktadu wchodzenie w teorie na tyle gleboko, aby dowodzi¢
wszystkich prezentowanych twierdzen, ale warto przedstawi¢ pewne charakterystyczne
elementy niektérych dowoddow.

Tak naprawde, udowodnimy, ze jezeli f, =3 f oraz wszystkie funkcje f, sa ciggle
w punkcie xy nalezacym do ich wspélnej dziedziny D, to takze funkcja graniczna f
jest ciagla w x.

Zapiszmy przy pomocy kwantyfikatoréw warunki??®, ktore zostaty uzyte w powyzszym
zdaniu:
Zalozenie: f, = f:

VIV Y (o) = fla)<e. (Z1)

e>0Nn>=Nzx €
Zalozenie: f, sa ciggle w xq:

ngNa\zo&gozz%qu (72) = fu(z0)| <€ (22)

Teza: f jest ciaglta w z:

Yo, X, V@ fl<e (1)

Teraz gtéwny element dowodu wyglada nastepujaco: Dowodzimy warunku (7), przy
czym mozemy korzystaé z warunkéw (Z1) i (Z2).

Warunek (7') méwi: Dla kazdego ¢ istnieje taka d, ze co$ tam. Czyli do epsilona
musimy wskazaé procedure doboru odpowiedniej delty, a mozemy przy tym korzystac
z zatozen (Z1) i (Z2).

Niech wigc € bedzie dowolna liczba dodatnia. Dobieramy do €/3 liczbe N w warun-
ku (Z1). To oznacza, ze

VoY o) = f @) <3

n>Nzxz€

293 Jak kto$ chce sie silié na oslabianie naturalnych zatozen, to moze tylko zalozyé, ze réznice f,, — f sa
funkcjami ograniczonymi.

294Qkreslonej na tej samej dziedzinie, co funkcje f,.

295Zamiast r1 w warunku (Z1) oraz zo w warunku (Z2) naturalnie bytoby napisa¢ . Dodajemy jednak
do z-6w indeksy, aby nie mieszaly nam sie z-y wystepujace w réznych warunkach.

Wyktad 16 - 172 - $roda/sroda/wtorek 5/12/18.05.2021



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

Ustalamy jakakolwiek liczbe n > N. Woéwczas dla tej liczby n zachodzi warunek:

a:lzD|f" (1) = f(z1)| < =

: (1)

Dobieramy z warunku (Z2) delte do £/3 przy n ustalonym powyzej. Otrzymujemy
wowcezas

€
V o | fa(@2) = fu(zo) < 3 (2)
xo€D 3
|xg—zg|<d
Chcemy dowiesé, ze dobor § do € w/g powyzszej receptury spetnia wymagania wa-
runku (7"), czyli ze przy tym doborze

W 1f) ~F (o)l <e. (T7)
lz—zg|<6

Niech = € D spetnia warunek |z —zq| <.

Stosujemy:
Warunek (2) do zo =z
[Fa (@) = fu (o) < 5 (3)
Warunek (1) do z; ==
fol@)=f @) <3 (4)
Warunek (1) do zy = zo:
[Fa (o) = f ()| < (5)

Korzystajac z nierownosci trojkata oraz z nieréwnosci (3), (4) i (5) otrzymujemy
|f(2) = f (@o)| = |f(z) = fa(z)+ fu (2) = fr (x0) + fu (x0) — f (20)| <

< !f(m)—fn(x)|+yfn(:c)—fn(:co)y+|fn(:c0)—f(xo);<§+§+§:5

co dowodzi warunku (7'7), a tym samym konczy dwood warunku (7).

Widzimy wiec, ze granica jednostajnie zbieznego ciagu ograniczonych funkcji ciagtych
okreslonych na wspoélnej dziedzinie jest funkcja ciagla.

Poniewaz szeregi to ciagi inaczej podane, to samo mozna sformulowa¢ w odniesieniu
do szeregu funkcyjnego: Suma jednostajnie zbieznego szeregu ograniczonych funkcji cia-
glych jest funkcja ciagta. Jednak, aby z tego zrobi¢ dobry uzytek, bedziemy sie musieli
nauczy¢ dowodzenia jednostajnej zbieznosci niektorych szeregéw funkcyjnych.

A teraz dalsze wiadomosci o zbieznosci jednostajnej. Brakuje nam dwoch rzeczy:

e Jak sprawnie dowodzi¢?% zbieznosci jednostajnej szeregdéw funkcyjnych?

e Jak to jest z rézniczkowalnoscig granicy ciagu lub sumy szeregu funkcyjnego?

296Napisalem ”dowodzi¢”, a nie "rozstrzygaé”, gdyz ze zbieznosci jednostajnej mozemy wyciggnaé dale-
ko idace wnioski, a z braku zbieznosci jednostajnej niewiele wynika. W konsekwencji bardziej ineresujace
beda sytuacje, w ktérych zbieznosé jednostajna jest, niz takie, gdzie jej nie ma.
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Poniewaz nie jest celem wykladu nadmierne wchodzenie w szczegoly teoretyczne,
ogranicze sie do zaprezentowania najwazniejszych twierdzen.

W zakresie zbieznosci szeregéow funkcyjnych, zasadniczym kryterium jest odpowied-
nik kryterium zbieznosci bezwzglednej dla szeregdéw liczbowych, z tym ze modul?? jest
zastgpiony normg?*®. A dokladniej:

Jezeli dany jest taki szereg funkcyjny > f,, ze szereg liczbowy > || f,||
n=1

n=1

o0
jest zbiezny, to szereg funkcyjny > f, jest jednostajnie zbiezny.
n=1

[e.e]

Zwracam uwage, ze szereg liczbowy > ||f.|| jest szeregiem o wyrazach nieujemnych
n=1

i do dowodu jego zbieznosci mozemy wykorzysta¢ odpowiednie kryteria z teorii szeregdw

liczbowych — najbardziej uzyteczne wydaja sie kryterium poréwnawcze oraz kryteria
d’Alemberta i Cauchy’ego.

Podobnie jak w przypadku szeregow liczbowych mamy odpowiednik warunku koniecz-
nego zbieznoéci, ktéry przybiera postaé¢ kryterium:
(e o]
Przypominam: Jezeli a,, /4 0, czyli |a,| /4 0, to szereg liczbowy Y a,, jest rozbiezny.

n=1
Analogicznie:

o0
Jezeli || f.]| /0, to szereg funkcyjny >_ f, nie jest zbiezny jednostajnie®”.
n=1
To zatatwia problem jednostajnej zbieznoéci szeregéw funkcyjnych w najprostszych3"

przypadkach.

Zanim wyjasnimy sobie sprawe rézniczkowalnosci przy przejsciu granicznym, popa-
trzmy na dwa przyktady ciagéw funkcyjnych.

Przyklad 94:
Niech f,, : R — R beda okreslone wzorem:

fulw)= a4 L.

Funkcje f,, sa bardzo porzadne — nieskonczenie wiele razy rézniczkowalne na catej pro-
stej. Ponadto

1
lim f,(z)= lim \/224+—=Va?=|z|,
n—oo n

n—oo

297Czyli miara wielkoéci liczby rzeczywiste;j.

298Norma supremum, czyli przyjeta przez nas miara wielkosci funkcji.

299 Ale moze by¢ zbiezny punktowo !!! Dlatego nie na miejscu byloby uzywanie w tym miejscu stowa
”rozbiezny” .

300A bardziej skomplikowanymi przykladami zajmowaé sie nie bedziemy.
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skad wynika, ze ciag funkcyjny (f,,) jest punktowo zbiezny do funkeji f okre$lonej wzo-
rem f(x)= x|, co mozemy zapisaé jako f, — f. Wykresy tych funkeji sa przedstawione
na rysunku 62.

Ay
f2
I3
f
fs
fio
50
.l )(
0 z
rys. 62

7, oszacowan

() = fl2)| =

2+1 2] 1/n o 1/n 1
2?2+ ——lz||= =—,
VT Jr+ iz Jo+lr0 Vn
w ktoérych przy o =0 zachodzi réwnos¢, wynika
1
|\fn—f|]:%—>0 przy n— oo.
Wobec tego f, = f.

Podsumujmy: Mamy ciag funkcyjny o bardzo porzadnych wyrazach, zbiezny jedno-
stajnie, czyli najlepiej jak w tej chwili umiemy zdefiniowaé. Ale graniczna funkcja nie
jest rézniczkowalna.

Morat: Granica jednostajnie zbieznego ciagu funkcji rézniczkowanych nie musi by¢
rozniczkowalna. Czyli jednostajna zbieznosé przy przejSciu granicznym zacho-
wuje cigglosé, ale ré6zniczkowalnos$ci juz nie musi.
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Przyktad 95:
Niech f, :R — R bedg okreslone wzorem:
sinnx
fulz)= .
Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, funkcje f,, sa nieskonczenie wiele razy réznicz-
kowalne na calej prostej. Ich wykresy sa przedstawione na rysunku 63.

Ay
I:
Jio s
~. VA fs0 () \/\X /X "E:
Is
5&}3
rys. 63

Przyjmijmy f(z)=0. Wéwczas

1
||fn—f||zﬁ—>0 przy m— oo.

Wobec tego f, = f.
Pozornie jest lepiej niz przyktadzie 1, gdyz funkcja graniczna®’ okazata sie roznicz-
kowalna nieskonczenie wiele razy. Mamy tez fajng3°? zbieznoéé ciggu funkcyjnego.

301

Jednak w rézniczkowalnoscei funkeji granicznej jest troche przypadkowosci. Jesli bo-
wiem rozniczkowalnos$é funkeji granicznej ma by¢ jakos powigzana z rézniczkowalnoscia
funkcji bedacych wyrazami ciagu funkcyjnego, to nalezatoby oczekiwac, ze

lim f,,(x) = f'(x),

czyli f/ — [’ (zbieznosé punktowa ciagu pochodnych do pochodnej funkeji granicznej).
Tymczasem

fr(z)=cosnx,

skad
f1(0)=1—1  przy n—oo.

n

Ale f(0)=0.

301Czyli funkcja stata réwna 0.
302Czyli jednostajna.
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Okazuje sie, ze zbieznoéé jednostajng mozna w prosty®*® sposéb wzmocnié tak, aby

przejscie graniczne zachowywalo rézniczkowatnosé. Wystarczy zatozy¢, ze nie tylko za-
chodzi zbieznos$¢ jednostajna f, = f, ale takze ciag pochodnych (f]) jest jednostajnie
zbiezny.

Sformulujmy to wyraznie:

Niech (f,) bedzie ciaggiem funkcyjnym?3** jednostajnie®"

zbieznym do

funkeji f. Jezeli wszystkie funkcje f, sa rézniczkowalne’® i maja ciagle
pochodne, a ciag pochodnych (f)) jest jednostajnie zbiezny, to graniczna
funkcja f tez jest rézmiczkowalna i przy tym f’ jest ciggla. Ponadto
! X f’. Innymi stowy granica ciagu pochodnych jest®"” pochodng funkcji

granicznej.
To samo mozna przeformutowaé dla pochodnych wyzszego rzedu:

Niech (f,) bedzie ciagiem funkcji majacych ciaglte pochodne do rzedu m wlacznie.
Zatozmy, ze ciag ten jest zbiezny jednostajnie do f. Jezeli dla k=1,2,3,...,m ciag (f,(f))
jest jednostajnie zbiezny, to funkcja f ma ciggte pochodne do rzedu m wtacznie i przy

tym dla kazdego k=1,2,3,...,m i kazdego = z dziedziny rozwazanych funkcji mamy
Jim [P (z) = P (2).

303Prosty, gdy juz wiemy to, co wiemy.

304Czyli zwykle zalozenia, ze np. wszystkie funkcje f, sa okreslone na tej samej dziedzinie.

305W zaszadzie to wystarczy jednostajna zbieznoéé na poziomie pochodnych, a na poziomie funkcji
wystarczy zalozy¢ zbieznos¢ punktowa, a nawet tylko zbiezno$é¢ wartoéci w jednym punkcie dziedziny,
ale uwazam, ze formulowanie takich uogélnien przyniostoby wiecej szkody niz pozytku, bo latwiej za-
pamietaé, ze na obu poziomach (funkcji i ich pochodnych) ma by¢é zbieznosé jednostajna, niz pamietad,
ze tu taka, a tu siaka.

306 A wiec w tym jest zalozenie, ze dziedzina tych funkcji jest na tyle porzadna (przedzial lub suma
przedzialéw), aby mozna bylo méwié¢ o rézniczkowalnosci.

3077 zalozenia wiemy, ze ciag (f,) jest jednostajnie zbiezny, a tu si¢ okazuje, ze nie do byle jakiej
przypadkowe]j funkcji, tylko wlagnie do f’.
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Analogiczne twierdzenie zachodzi w przypadku szeregéw funkcyjnych. Jesli jednak
uwzglednimy, ze w zasadzie znamy tylko jeden sposéb dowodzenia zbieznosci jednostajnej
szeregobw funkcyjnych, schemat postepowania jest nastepujacy:

(o]
308 N £, ktérego wyrazy sg funkcjami ma-

n=1
jacymi ciggte pochodne do rzedu m wtacznie.

Jezeli dla’® k=0,1,2,...,m szereg liczbowy

> |19

Dany jest szereg funkcyjny

jest zbiezny®'?, to funkcja
o0
f= Z In
n=1
ma cigglte pochodne do rzedu m witacznie. Ponadto dla k=1,2,3,....m

0=
n=1

Na zakonczenie pare stow o szeregach potegowych — bardziej na zasadzie luznej
opowiastki niz technicznego wyktadu.

Otoz okazuje sie, ze jesli szereg potegowy ma promien zbieznosci R, to w kazdym
przedziale (—r, 1), gdzie r < R, jest on jednostajnie zbiezny, a takze jest tam jednostaj-
nie zbiezny szereg pochodnych dowolnego rzedu jego wyrazéw. Stad wynika caty ten
luksus: szereg potegowy ma sume nieskonczenie wiele razy rézniczkowalng i mozna go
rozniczkowaé¢ wyraz za wyrazem.

(o) o0
308W tym miejscu mozna réwnie dobrze napisaé Z fn jaki Z fn(x).
n=1 n=1
309Przypominam, ze przyjmujemy iz funkcja jest swoja pochodng rzedu 0.

A

oo
310Przypomnijmy, ze ze zbieznoéci szeregu liczbowego g ‘ wynika zbieznoéé jednostajna szeregu

funkcyjnego Z fr(f ).

n=1
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