Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

Wladca Sinusow

The Lotd of the Gines

Jak to rozwigzaé¢ 777

Obliczy¢ wartosé takiej sumy:
sin37°4sin 157° +sin 277° .

I takiej:
sin37° 4+sin 109° +sin 181° +sin 253° +sin 325° .

I moze jeszcze pochodng rzedu 2020 funkcji?” sin®.

I przy okazji poda¢ wzoér na funkcje, ktérej 2020-ta pochodng jest wyzej wspomniana

funkcja sin.

A jesli znamy sinz, to ile jest réwne sin7x 7

A ile to jest arctg2+arctg3 ?

Nie musisz umieé¢ rozwigzaé zadnego z tych zadan??®. Ale chyba zdajesz sobie spra-
we, ze kluczem do ich rozwigzania jest mistrzowskie opanowanie wszelakich tozsamosci
trygonometrycznych.

Nauczymy sie teraz cudownej, wprost niewiarygodnej umiejetnosci tworzenia na za-
wolanie potrzebnych tozsamosci trygonometrycznych. Ale najpierw musisz sobie przypo-
mnie¢, co wiesz o liczbach zespolonych. Pomocne bedzie od$wiezenie wiadomosci na ten
temat poprzez zerkniecie do rozdziatu 4.1 (Dziatania na liczbach zespolonych) skryptu
dr.??® Tomasza Elsnera z Algebry Liniowej 1.

Na poczatek dla treningu rozwigzemy nastepujace dwa zadania.

227Cgyli funkeji f okreslonej wzorem f(z)=sin®z.

228Rozwigzania oparte o zmudne rachunki lub polegajace na wygrzebaniu z tablic lub internetu goto-
wych wzorkéw niepecjalnie nas interesuja.
229Czy po 7dr” stawiamy kropke?
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Przyklad 84:
Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania réwnania 2® =i w liczbach zespolonych. Zapisa¢ wszys-
tkie rozwiagzania w postaci kartezjanskiej (bez uzywania funkcji trygonometrycznych)
oraz zaznaczy¢ wszystkie rozwigzania na ptaszczyznie zespolonej wykorzystujac zamiesz-
czony nizej rysunek, na ktérym narysowano okrag jednostkowy oraz proste przechodzace
przez punkt 0, co 15°.

Nz
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Rozwigzanie:
Dane w zadaniu réwnanie jest spelnione przez liczbe z=—1i, a pozostale dwa rozwigzania
tego réwnania leza na okregu jednostkowym co 120°.

Inaczej: liczba i ma modut 1 i argument 7/2, a zatem jej pierwiastki szescienne maja
modut 1 i argumenty 7/6+2knw/3 dla k=0,1,2, czyli odpowiednio 7/6, 57/6, 37 /2.

V3

Odpowiedz: Dane réwnanie ma 3 rozwigzania: —i oraz i? + R

Nz
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Przyklad 85:

Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

Wyznaczyé wszystkie rozwigzania réwnania 227 + 216 = 224 4 219 w liczbach zespolonych.
Poda¢ liczbe rozwiazan, zapisaé wszystkie rozwiazania w postaci kartezjanskiej (mozna
uzywaé znakéw "£” 1 7+,” dla zapisania kilku rozwiazan jednym wzorem) oraz za-
znaczy¢ wszystkie rozwigzania na plaszczyznie zespolonej wykorzystujac zamieszczony
nizej rysunek, na ktérym narysowano okrag jednostkowy oraz proste przechodzace przez

punkt 0, co 15°.

z

A\

Rozwigzanie:

I

Przeksztatcajac dane rownanie otrzymujemy kolejno:

L2 M9 16

(-
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Zatem dane réwnanie ma 11 rozwigzan i sg to: liczba 0, osiem pierwiastkow Osmego
stopnia z jednosci (w tym liczba 1) oraz dwa pierwiastki trzeciego stopnia z jednosci
(bez liczby 1, ktéra juz uwzglednilidmy).

NZ

Odpowiedz:
Dane réwnanie ma 11 rozwigzan: 0, =41, 4z, i? +5 72 oraz —§:I:— .

|3
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Zgodnie z wczesniejsza obietnicg posiadziemy teraz cudowng umiejetnosé¢ tworzenia
na zawolanie potrzebnych tozsamosci trygonometrycznych.

W skrypcie dr. Elsnera na dole strony 148 znajduje siec Fakt 4.9, z ktorego jako
wniosek wyciagne nastepujace wzorki pozwalajace zapanowaé¢ nad duza czescia swiata
tozsamosci trygonometrycznych:

Dla danej liczby rzeczywistej z przyjmijmy23°
Z=COST+1sInw.

Woéwezas

2l =cosz—isinz,

a ponadto dla kazdej liczby naturalnej?*! n maja miejsce nastepujace réwnosciz*?:

2" =cosnx+isinn, z " =cosnr—1sinnx,

n —n n —
27tz . z'—z
cosne = Rez" = — sinne =Imz" = 5
i

Jak wielka moc tkwi w powyzszych niepozornych wzorach, przekonamy sie na przy-
ktadach.

Przyklad 86:
Jedli znamy sinz, to ile jest réwne sin7x 7
Rozwigzanie:
Ktos pamieta wzor na sinus siedmiokrotnosci kata? Nie? Nie uczyli tego w szkole? Trud-
no. Zaraz sobie taki wzoér wyprowadzimy. Dla liczby x wprowadzamy z jak powyzej,
czyli
z=cosz+¢sinx.

230Po prostu liczba z ma modut 1 i argument x.

231Dla ujemnych calkowitych n tez jest to prawda, ale tego nie potrzebuje, wiec po co niepotrzebnie
komplikowac.

232 Jakby kto nie wiedzial, to Re oraz Im oznaczaja odpowiednio cze$é rzeczywista i cze$é urojona
liczby zespolonej, a mianowicie Re(a+bi) = a oraz Im(a+ bi) =b. Ponadto Rez" nalezy interpretowaé
jako Re(z™).

Przy okazji wspaniala wiadomo$é¢ dla wszystkich, ktérzy maja zwyczaj pisa¢ niezbyt starannie: Jesli
kto$ bazgroli tak, ze nie da sie odrézni¢ z=" od z", to akurat w przypadku liczby z o module 1 moze
sobie na taka niestaranno$¢ zapisu pozwoli¢:

—\ T — — — — . — — — — — —
(Z) :Zn:zn:Zn:Zn:Zn:Zn:Zn:Z TL:Z n:Z TL:Z 77/:7
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Woéwezas
sin7z =Imz" = Im(cosz +isinz)’ =
2

6 4

=Im <COS7 2+ Ticos® xsinz — 21 cos® zsin® 2 — 35i cos® rsin® z+

+35c0s® zsin® x +21icos? xsin® z — Tcoszsin® & — isin” ) =
=T7cos® zsinz —35cost rsin® x +21 cos? xsin® & —sin” .

W zasadzie po pierwszej linijce powyzszego wzoru mozna byto od razu napisa¢ ostatnia.
Nie ma bowiem potrzeby wypisywania catego rozwiniecia siddmej potegi dwumianu, jesli
z gory wiemy, ktore sktadniki wejdg w sktad ostatecznego wyniku, a ktore znikng przy
braniu czesci urojonej.

Skoro chcemy wyrazi¢ sin7x przez sinx, to trzeba si¢ jeszcze pozby¢ z uzyskanego
wzoru kosinusa. Wykorzystujemy do tego celu rownosé

cos’x=1—sin’zx
1 otrzymujemy
sin7z = 7cos® rsinz — 35 cos* zsin® x4+ 21 cos? xsin’® z —sin” x =
3 2
=7 (1 —sin? x) sinx — 35 (1 —sin? :L‘) sin®x + 21 (1 —sin? x) sin®z —sin” x =

:7(1—381n2x+3sin4x—sin6x) sinx—

—35 (1 —2gin? z +sin* x) sin® z 421 (1 —sin? x) sin®x —sin’ x =
= 7sinz —56sin®x +112sin’ z — 64sin” z .

Zwracam uwage, ze w uzyskanej tozsamosci nie ma ani sladu liczb zespolonych. Liczby
zespolone postuzyty nam tylko do wyprowadzenia wzoru, ale nie majg prawa pojawic sie
w uzyskanej odpowiedzi.

Przyktad 87:
Niech f bedzie funkcjg okreslong wzorem f(z)=sin’z.
Podaé wzér na, f(2020),
Poda¢ taka funkcje F, ze F(2020) = f

Rozwigzanie:
Caty problem ze sprawnym rézniczkowaniem, a jeszcze wiekszy z catkowaniem, polega na
tym, ze we wzorze definiujacym funkcje f sinusy sa przez siebie mnozone. Jakis$ koszmar-
ny wzor na pochodna wysokiego rzedu iloczynu trzech czynnikéw jeszcze mozna sobie
wyobrazi¢, ale uniwersalnego wzoru gwarantujacego catkowanie iloczynu nie mamy. Tak
wiec boli nas to, ze sinus wystepuje w trzeciej potedze. Natomiast z punktu widzenia
catkowania czy rézniczkowania jest nam kompletnie obojetne, czy w argumencie sinusa
jest goty x, czy tez jakas wielokrotnosé x-a. Przydataby nam sie tozsamo$é idaca w kie-
runku przeciwnym niz w poprzednim przyktadzie. Tam chcieliSmy wyrazié¢ sin7x przez
sinz. [ w tym wyrazeniu pojawialy sie rézne potegi sinusa. Tu zalezy nam na wyrazeniu
sin®z przez sinusy i ewentualnie kosinusy, niewazne jaka wielokrotnosé z-a bedg miaty
w argumencie, byle nie byly przez siebie mnozone.
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No to zaczynamy. Jak zwykle definiujemy z =cosz +isinz i pamietamy o wzorach
ze strony 155. Wobec tego
sin®z = (Imz)* =777

Niestety, nie tedy droga. Wzorki z Re oraz Im nie nadajg si¢ do sytuacji, gdy sinusy
i kosinusy sa przez siebie mnozone, bo nie jesteSmy w stanie wyrazi¢ w prosty sposob
iloczynu czesci urojonych. Na te wtasnie okoliczno$é mamy druga wersje, czysto algebra-
iczna, wyrazenia sinx przez z. Spokojnie, teraz sie uda:

N _ _ B _
3 z—z71 23—3243z7 =23 283_273 3;-3;71
sindx = = : = —

2i —8i C—4-2i —4-2i
1 B N 3 z—z7!  —sin3z+3sinz
4 2 4 2 4
OtrzymaliSmy wiec nastepujacy wzoér na szescian sinusa (nie znaliscie go wezedniej?):
. 3 —sin3dx + 3sinx
sin®x =
4
Wobec tego
—sindx+3sinz
flz)= 1
Funkcje f zapisang w tej postaci bez problemu rézniczkujemy?33:
—32920.gin 32 + 3sinx
(2020) .\ _
7 (z) ;
I bez problemu wypisujemy wzor na funkcje F':
—372020 . 5in3x + 3sinx
F(l’) = 4 +W2019([E) .

W powyzszym wzorze Wagig(x) jest dowolnym wielomianem stopnia co najwyzej 2019.

Przyktlad 88:
Obliczy¢ wartosci sum:
sin37° +sin157° +sin 277°

oraz
sin37° +sin 109° +sin 181° +sin 253° +sin 325° .

Rozwigzanie:
Pierwsza podana suma ma postaé
sina +sin(a+120°) 4sin(a +240°) ,

co w notacji uzywanej na analizie (argumenty w radianach) mozemy przepisaé jako
. . 27 . 47
sSInx + sin :H_? +sin x+§ .

233Korzystajac dodatkowo z tego, ze akurat mamy rok przestepny, wiec daleka pochodna sinusa jest
sinusem.
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Okazuje sie?, 7ze taka suma zawsze jest réwna 0. Bez trudu wykazemy to korzystajac
z liczb zespolonych.

2 2
Niech jak zwykle z =cosx+isinx, a ponadto niech £ =cos % +isin g bedzie zespo-

lonym pierwiastkiem sze$ciennym z jedno$ci.

Woéwcezas?3P
sinx =Imz ,
) 2m
sin <m + 3> =1Im(z¢),
) 4m 9
sin <:17+3> =Im <z§ ) ,
skad

sinx +sin <a:+2;> +sin <x~|— 4;) =Im (z (1 +5+€2)> )

co jest réwne 0 ze wzgledu na réwnogé?

1+£+&=0.

W analogiczny sposéb?” dowodzimy ogélnej réwnosci
. . 2m . 4m ) 6 _ 8
sinx + sin m+? +sin x—i—? +sin x—i—g +sin x—i—g =0,
ktora w szczegdlnym przypadku daje
sin37° +sin 109° +sin 181° 4 8in 253° 4+sin 325° =0.

Przyktad 89:
Obliczy¢ wartosé caltki oznaczonej

2
d

Najtrudniejsza cze$¢ zadania: uprosci¢ wynik !!!

234Tylko nie méwecie, ze nigdy nie widzieliscie réwnosci

. . 21 . 47
sinx +sin x—&—? +sin a?—l—? =0.

Ta réwnosé jest widoczna na stupach wysokiego napiecia, gdzie (méwiac w uproszczeniu) mamy napiecie
tréjfazowe. Przewody ida w paczkach po cztery, z tego trzy grube i jeden cienki. Grube przewody odpo-
wiadaja za poszczegdlne fazy (sinusy w powyzszej sumie), a czwarty jest neutralny — méwiac w bardzo
naiwnym uproszczeniu odpowiada on za sume trzech sinuséw, czyli zero, a w praktyce drobne szumy.

235Liczby z i € maja modut 1, a przy mnozeniu liczb zespolonych ich argumenty sie dodaja.

236Suma trzech pierwiastkéw z jednosci jest réwna 0.

237Zamiast pierwiastka szeéciennego z jednoéci trzeba sie postuzyé pierwiastkiem piatego stopnia.
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Rozwigzanie:
Samo catkowanie nie powinno sprawia¢ najmniejszych trudnosci:

2 2
/‘ du =arctgx
Jy a2+ - s

=arctg 2 —arctg (—3) = arctg 2+arctg 3.

r=-—3
I teraz dochodzimy do sedna sprawy: Czy i jak mozna uprosci¢ uzyskany wynik?
W tym celu trzeba byloby umie¢ powigzaé arcusa tangensa z liczbami zespolonymi.

Ot6z%3®

arctg x = arg(1l+ 1),

czyli arctgz jest argumentem liczby zespolonej 144, jesdli przyjmiemy dodatkowa umowe,
ze w tym wypadku argument ten pochodzi z przedziatu (—m/2, 7/2).
Ogolniejszy wzor ma postac
b
arctg — = arg(a+bi)
a
i wymaga zalozenia a > 0 oraz przyjecia, ze argument nalezy do przedziatu (—m /2, 7/2).
W interesujacym nas przyktadzie
3
arctg2-+arctg3=arg(1+2i)+arg(1+3i)=arg ((142i) - (1+3i)) :arg(—5+5i):£+2k7r.

To jeszcze nie koniec, bo argument liczby zespolonej nie jest jednoznaczny, znamy go
z doktadnoscig do wielokrotnosci 27.
Jednak dodanie nieréwnosci - .
— <arctg2 < —
1 SR

oraz - .
1 <arctg3 < 5
daje
g <arctg24arctgd <,
skad

3
arctg2+arctg 3 = Zﬂ .

23870bacz skrypt dr. Elsnera, str. 142 Fakt 5.5 oraz rysunek na gérze strony 143.
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Przyktad 90:
Obliczy¢ wartos¢ catki

s

/ sin® z dzx .
0

Rozwigzanie:
Sposob 1

Uzyjemy liczb zespolonych do wyprowadzenia odpowiedniej tozsamosci trygonome-
trycznej.

Przyjmijmy

z=cosT+isinw,
co daje
2=z
2" =cosnx+isinnx, z " =cosnx —isinnz, sinnr = 5

Przy tych oznaczeniach otrzymujemy:
s <z—z‘1>5 25 —5234102—102" +5273—27°
sin’z =

21 321
_sindxr  9sindz  5Hsinx
~ 16 16 8
Teraz mozemy obliczy¢ dana w zadaniu catke:
W.5 Fsinbr  5sin3z  Ssinz cosdxr Hcosdr Hcosx "

[ sin’z d = 6 16 T8 Mg T s -
0 0 =0
~cosdm Scos3m Heosw cosO HeosO  ScosO 1 5 5 1 5 5
TR0 48 8 80 48 8 80 #8780 4878
1 5 5 3-25+150 128 16
0 247317 120 120 15

Odpowiedz: Podana catka ma warto$¢ 16/15.

Sposob 11
Podstawienie t = cosx i formalnie dt = —sinx dz prowadzi do

s —1 1 1
sinrdr=— [ (1—=2) di= [ =224 1dt=2- [ =22 +1dt =
Jaross=—a-ey a2 srusa

1
5 23 1 2 —10+1 1
:2.<t_t+t> :2.(_+1):2.3 0+ 5:2.§:76.
5 3 B 5 3 15 15 15
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Przyktad 91:
Wyznaczy¢ taka liczbe wymierng a <5, ze
5
/ dx o
r2+1 47

a

Rozwigzanie:
Poniewaz

/5dx—arct T —arctgb—arctga
/ 211 g = g ga,

r=a

pozostaje znalez¢ liczbe a spetniajaca réwnanie
T
arctg b —arctga = 1= arctg 1,

czyli
arctga =arctgb—arctg1.

Poniewaz arctgt jest argumentem liczby zespolonej 1-+ti, otrzymujemy

arctga = arctg b —arctg 1 = arctgb+arctg (—1) =arg(l+5i) +-arg(l —i) =
2 2
=arg ((1+57)-(1—1i))+2kr =arg (6+4¢) + 2km = arg <1 + 32’) +2km = arctg 3 + 2k,
skad po uwzglednieniu nieréwnosci

7T< ¢ 2<7r
——<arctg = < —
2 53573

0 <arctgd—arctgl < g

wynika k=0 oraz a =2/3.
Odpowiedz: Warunki zadania spetnia liczba a =2/3.
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