Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

Szeregi liczbowe — kryterium poréwnawcze.

A teraz przypomnienie tego, co byto w pierwszym semestrze, a mianowicie kryterium
poréwnawcze.

W zasadzie zaprezentuje tylko kilka przyktadéw do od$wiezenia i przec¢wiczenia stoso-
wania kryterium poréwnawczego, ale jeszcze raz do znudzenia przypomne bardzo wazny
przyktad:

Szereg harmoniczny
i L_ 1+ L + ! + ! +
~n 2 3 4 7
jest rozbiezny. Jest to przyklad szeregu rozbieznego, ktérego wyrazy daza do ze-
ra.

Przypominam tez, ze w przypadku szeregu o wyrazach nieujemnych mozemy wyra-
zi¢ fakt jego zbiezno$ci lub rozbieznosci bez stéw — wystarczy poroéwnaé sume szeregu
z 00. Suma ta bowiem zawsze'** ma sens, a pytanie o zbieznoéé¢ szeregu jest pytaniem
o skonczonos¢ jego sumy.

Kryteria zbieznoSci szeregéw (cz. I).

1. WARUNEK KONIECZNY ZBIEZNOSCI.

Jezeli szereg ngl a, jest zbiezny, to JLH(}O a, =0.
Innymi stowy, jezeli ciag (a,) jest rozbiezny lub zbiezny do granicy réznej od zera,

e8]
to szereg Y a, jest rozbiezny.
n=1

2. ZBIEZNOSC SZEREGU NIE ZALEZY OD POMINIECIA LUB ZMIANY SKONCZENIE
WIELU POCZATKOWYCH WYRAZOW.
Oczywiscie zmiana lub pominiecie tych wyrazéw ma wptyw na sume szeregu zbiezne-

go.

3. KRYOEERIUMOOPOROWNAWCZE.
Niech Y a, i Y b, beda szeregami o wyrazach nieujemnych, przy czym dla kazdego

n=1 n=1
n € N zachodzi nieréwnosé a,, < b,,.
(e.] oo
Jezeli Y a, =00, to Y b, =00.
n=1 n=1

o o
Jezeli Y b, <00, to Y a, <.

n=1 n=1
4O.OKILKA WZORCOWYCH SZEREGOW.
> q" jest zbiezny dla |g| < 1, rozbiezny dla pozostatych g.

n=1
[eS)

1
> — jest zbiezny dla a > 1, rozbiezny dla pozostalych a.
na

n=1

14T znaczy "zawsze w przypadku szeregu o wyrazach nieujemnych”. Jeéli szereg ma wyrazy réznych
znakéw, to jego suma moze nie mieé¢ sensu.
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Przyklad 61:
Rozstrzygnac, czy szereg

i ( n204+nd—n 0)

jest zbiezny.

Rozwigzanie:
Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia (na réznice kwadratow), a nastepnie wyko-
nujemy szacowanie, aby skorzystaé¢ z kryterium poréwnawczego:

00 00 8
/50 T8 .10\ _ n
nZ=:1< n? +ns—n >_2 /n20+n8+n10 <

nd nd
Z VB 10+l Z 2010
Odpowiedz: Podany szereg jest zbiezny.

Przyktlad 62:
Rozstrzygnaé, czy szereg > (\/ n?+n? —nm) jest zbiezny.

n=1

-~ Zf<—|—oo

Rozwigzanie:
Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia (na réznice kwadratéw), a nastepnie wyko-
nujemy szacowanie, aby skorzysta¢ z kryterium poréwnawczego:
o0 [e's) 9
> (Va2 4nd—n'?) =3 >
/120 L 9 1 10
n=1 n=1 n“+n’+n
o0

n? © p? 1°°1

> = =
~ ;::1 VN0 +3n20 410 = 3010 nzl n

Odpowiedz: Podany szereg jest rozbiezny.

Przyklad 63:
Wskazujac odpowiednia liczbe wymierna dodatniag C' udowodni¢ nieréwnosci

© Ant4+4n+1

C-m*< <2077,
i nz::l 12n*+n3+3 i
2
Wolno skorzystaé bez dowodu z réwnosei > — = %

n=1
Rozwigzanie:
Szacujemy dany w zadaniu szereg od dotu:
Vant+dn+1 & VAnt+04+0 X207 1 X1 1 x* 1

Z 12040 +3 nzl 12n4+n4+3n4_z 16n* 8 n:1$:§ 6 48"

n=1 n=1
i od gory:
Z Viant +4n+1 Z dnt+4ant+nt X 30?1 i 1 17 1,
= = — - —_— = = — = — 77
=120t 40343 i 12nt 4040 —12n*t 4 —=n®> 4 6 24
1
Wobec rownosci — i =2 8 udowodnilidémy zadane nieréwnodci ze staty C'= 8
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Szeregi liczbowe — kryteria d’Alemberta i Cauchy’ego.

Za punkt wyjscia dalszych rozwazan wezmy nastepujace szeregi:

00 2020
n=1
x® nl
2
= 2717 ( )
0o 3n 0o 3n
> (6n”) oraz > (7"3 : (31i4)
n=1 n=1
> 2" .pnl x 3".n!
516
ngl n” oraz ngl o (516)
oo nn
2 g (7)

Przypomne, ze w przypadku szeregéw na ogét nie mamy ambicji'®®, aby wyliczy¢
sume szeregu i w pelni zadowalamy sie rozstrzygnieciem, czy szereg jest zbiezny. Jak
dotad jedynym pozwaznym kryterium zbieznosci, jakiem dysponujemy, jest kryterium
poréwnawcze. Jest to bardzo subtelne kryterium wymagajace subtelnych, cho¢ na ogét
nietrudnych oszacowan. Jest to nieocenione kryterium w przypadku szeregdéw, ktore sg
"na granicy” zbieznosci, bo potrafi odrézni¢ szereg, ktéry zachowuje sie jak rozbiez-

ny szereg harmoniczny > —, od szeregu, ktéry zachowuje sie np. jak zbiezny szereg
n=1
© 1

2:1 7, 1,000001

n—
Szeregi, ktore wypisatlem powyzej, nie maja w sobie nic z tego typu subtelnosci. Nie-
ktore sg zbiezne, a ich wyrazy bardzo szybko daza do zera. Pozostale sg rozbiezne i to
rozbiezne w sposob naprawde spektakularny: ich wyrazy daza do nieskonczonosci. W za-
sadzie ktos mogtby powiedzie¢: jesli wyrazy szeregu daza do nieskonczonosci, to jest
on rozbiezny i po co nam inne kryteria. Caty problem polega na tym, Ze nie jesteSmy
w stanie tego dazenia do nieskonczonosci tatwo zobaczy¢. Powyzsze szeregi maja wyrazy,
ktore sa ilorazami bardzo bardzo szybko rosnacych wyrazen. Wyrazenie z licznika jest
na ogdt zupetnie innego typu niz wyrazenie z mianownika. Trudno je sprawnie poréwnac,
ale mozna zaltozy¢, ze jedli to sa wyrazenia innego rodzaju, to jedno z nich rosnie o wiele
szybciej od drugiego. Tylko ktore?
o0
WyobraZ sobie na chwile, ze w powyzszych siedmiu przykladach zamieniam > na
n=1
nll_{glo , czyli zamiast badania zbieznosci szeregu oczekuje wyliczenia granicy (lub granicy
niewlasciwej) ciagu wyrazow. I wyobraz sobie, ze daje jeszcze dodatkowa wskazdwke:
kazda z tych granic jest réwna 0 albo +o00. Czy jest Ci cokolwiek tatwiej? Raczej nie.

145Brak ambicji wynika po prostu z braku mozliwosci.
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Rozstrzygniecie zbieznosci tych szeregéw, czy tez wyliczenie granic ciagéw ich wyra-
zow, wymagaltoby kazdorazowo do$¢ uciazliwych szacowan, jesli chcielibySmy rozwiazaé
te zagadnienia ” gotymi rekami”. Jest jednak wspaniata maszynka, ktora faktycznie taczy
w sobie kryterium poréwnawcze z wiedza o zbiezno$ci/rozbieznosci szeregéw geometrycz-
nych.

o0

Wyobrazmy sobie najpierw, ze szereg »_ a,, jest szeregiem geometrycznym o dodatnim
n=1

ilorazie r6znym od 1. To, czy szereg ten jest zbiezny, czy rozbiezny zalezy od poréwnania

a
jego ilorazu z jedynka. Jesli rozwazymy ciag ilorazéw kolejnych wyrazéw ( ZH) .
n ne

to jest to ciag staly, a jego wyrazy sg réwne ilorazowi rozwazanego szeregu geometrycz-
nego.
oo

Niech teraz szereg > a, bedzie troche zaburzonym!® szeregiem geometrycznym.
n=1

an . . .
Woéwezas ciag ilorazow kolejnych wyrazow <+1) jest zaburzonym ciagiem statym.
neN

n

Qp+1

Jesli tenze ciag ( ) jest zbiezny, powiedzmy do granicy g # 1, to dla duzych n
n ne
Qn, . . ., > . .
mamy RUARIFS g, a wigc mozemy oczekiwaé, ze szereg Y a, zachowuje si¢ podobnie!*”
n n=1

do szeregu geometrycznego o ilorazie g.

Bez wdawania sie w szczeg6ty techniczne dowodu, sformutujmy uprawdopodobnione

powyzszym rozumowaniem kryterium d’Alemberta:

Jezeli (a,) jest ciagiem o wyrazach dodatnich!#® oraz istnieje granica'

lim 2 — g <1,

n—oo an

oo
to szereg Y a, jest zbiezny.

n=1
Jezeli istnieje granica (moze by¢é niewlasciwa +0o0)
. Qpy1
lim "~ =g>1,
n—oo a
n
oo
to szereg Y a, jest rozbiezny.
n=1

146\ [niejsza o to, co to dokladnie znaczy.
147Njieco precyzyjniej mozna powiedzieé, ze przy dodatnim ¢ i dla odpowiednio duzych n mamy osza-
oo

a
ntl o g+¢, wobec czego szereg Zan szacuje sie od dotu przez szereg geometryczny

o ilorazie g —¢, a od goéry przez szereg geometryczgylo ilorazie g+¢. Wystarczy teraz wzia¢ tak male ¢,
aby g—e<g+e<1albo g+e>g—e>1. Woéwczas wszystkie trzy szeregi geometryczne (o ilorazach g—e,
g, g+¢) sa jednoczesnie zbiezne albo jednoczesnie rozbiezne.

148Kilka stron dalej jest sformutowanie bardziej ogélne, gdzie nie zakladamy dodatniodci wyrazéw,
ale za to na ilorazy wyrazéw nakladamy modul. Poniewaz dzi§ rozwazamy tylko szeregi o wyrazach
nieujemnych, na razie si¢ tym nie przejmujmy.

M9W tym wypadku ¢ moze byé réwne 0, co faktycznie oznacza, ze wyrazy szeregu daza do zera szybciej
niz wyrazy jakiegokolwiek szeregu geometrycznego.

cowania g —e <

n
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Procedura stosowania kryterium d’Alemberta wyglada wiec nastepujaco. Mamy szereg

> ay, ktérego zbieznosé cheemy zbadaé. Poki co, zatézmy dla ustalenia uwagi, ze ma on
n=1

wyrazy dodatnie. Poki co zal6zmy tez, ze na razie nie wchodzimy w niuanse, kiedy warto
sprobowaé zastosowaé kryterium d’Alemberta — to wyczucie przychodzi z czasem®.
An41

Obliczamy granice nh_)rglo = g. Zatézmy, ze si¢ udalo, co wymaga po pierwsze,

zeby ta granica istniata, a po ndrugie, abysmy byli w stanie przeprowadzi¢ odpowiednie
rachunki.

Jezeli g < 1, to szereg jest zbiezny.

Jezeli g > 1, to szereg jest rozbiezny.

Jezeli natomiast g =1, to kryterium nie daje rozstrzygniecia, wiec przeprowadzone
przez nas rachunki niczego nie dowiodty.

Zajmijmy sie wiec po kolei przytoczonymi wczesniej przyktadami.

712020

i — (1)

17,2020
Oznaczmy a,, = on Woéwezas
2020
lim (n+1)20%0.27 | (%) B 1
it a, nith on+1 ., 42020 =1 9 9 < 1
skad wynika, ze szereg (1) jest zbiezny.
> nl )
n:lZn?
n!
Oznaczmy a,, = on Wowczas
. Qpy1 .. (nD027 41
lim =lim ———=lim — =+00 1,
nlﬂX) an, nlg% 2n+1,nJ nlxm 2 >

skad wynika, ze szereg (2) jest rozbiezny.

(314)

o oraz 2
Na pierwszy rzut oka nie widaé istotnej réznicy miedzy tymi szeregami. Ale mozna
zgadna¢ odpowiedz uzywajac troche psychologii. Skoro zostaly podane dwa podobne
przyktady, to pewnie si¢ inaczej zachowuja, wigc jeden jest zbiezny, a drugi rozbiezny.
Ale ktory jest jaki? Zbiezny powinien by¢ szereg o mniejszych wyrazach, czyli wiekszych
mianownikach, czyli szereg (4).

gl(:) $ )

150pod warunkiem, ze czas spedza sie na rozwiazywaniu zadan. Sam uplyw czasu niewiele tu pomoze.
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A teraz na powaznie. Najpierw zastosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (3),

(W)

a potem do (4). Oznaczmy a,, = o Woéwcezas
3n+3
n 6" n+1)-(3n+2)-(3n+3 9
lim 2oL le:lim<n+1>3 = lim Bnt1)-(Bnt2)-(3n+3) =->1,
=00 q, ”*00671“-(:) n—= 6. (n+1)-(2n+1)-(2n+2) 8
skad wynika, ze szereg (3) jest rozbiezny.
(v
Teraz oznaczmy a,, = 7—’; Woéwezas
3n+3
n ST 3n+1)-(3n+2)-(3n+3 27
lim 2L = Jim ("“)3 _ iy B Bn42)-Bntd) 27,
n—oo g, Moo 7n+1-<:> n—=7.(n+1)-(2n+1)-(2n+2) 28
skad wynika, ze szereg (4) jest zbiezny.
> " oraz iy
n=1 n" n=1 n"
2" n!
Oznaczmy a,, = " Wowczas
. Ay . 2" (n+D)len™ . 2-(n+1)-n"
lim = lim = lim =—~—~ /" _
n—oo g n—o0 (n+ 1)n+1.2n.n! n—o0 (n_|_ 1)n+1
2-n" ) 2 2

T Gy A T e S D

skad wynika, ze szereg (5) jest zbiezny.

3"-nl
Analogicznie oznaczmy a,, = " Woéwezas
. ppr . 3TN (n4+Dln™ 0 3-(n+1)-n"
lim = lim = lim ——%—
n—oo q. n—oo (7’L+ 1)n+1.3n.n! n—00 (n+ ]_)n-‘rl
RS S U T BN ST
T nSoo (n+1>n_n~>oo (n;l)n_e ’

skad wynika, ze szereg (6) jest rozbiezny.

OOnTL

22?-

n=1

(5 i 6)

(7)

Niestety, tym razem proba zastosowania kryterium d’Alemberta prowadzi do kosz-
marnych rachunkéw. Jednak istnieje podobne w duchu kryterium, ktére akurat w tym

wypadku bardzo nam si¢ przyda. Jest to kryterium Cauchy’ego:
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Jezeli (a,) jest ciagiem o wyrazach nieujemnych!'® oraz istnieje granica
A, Van=g<1,

oo
to szereg Y a, jest zbiezny.
n=1
Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewtasciwa +o00)

i an=g>1,

(e.)
to szereg > a, jest rozbiezny.
n=1

Zastosujemy kryterium Cauchy’ego do szeregu (7).

n ,
Oznaczmy a,, = w7 Woéwcezas

im m 1 im 277
lim ¥a,= lim (/| — = lim — =b,, —777.

n—oo n— 00 on n—oo Pn

Jesli nie umiemy teraz sprawnie przejs¢ do granicy, to mozemy zastosowaé kryterium
d’Alemberta (ew. Cauchy’ego) w wersji dla ciagow. Ot6z jesli kryterium orzeka o zbiez-
nosci szeregu, to jako efekt uboczny dostajemy zbiezno$é¢ ciggu wyrazéw tego szeregu
do zera. Mozemy w ogoble nie by¢ zainteresowani szeregiem, a jedynie ciagiem jego wyra-
zow — wowczas tak samo stosujemy kryterium d’Alemberta, tylko wyciagamy konkluzje
o zbieznosci ciggu wyrazow do zera. Trzeba tez wiedzie¢, ze jesli kryterium d’Alemberta
(ew. Cauchy’ego) orzeka o rozbieznosci szeregu, to jest to rozbiezno$¢ spektakularna —
wyrazy daza do nieskonczono$ci.

Wracajac do badania zbieznosci szeregu (7), mozemy zastosowaé kryterium d’Alem-
berta do ciagu (b,):

by, (nF1)-20 1
A o= o, T < b

skad wynika, ze ciag (b,) jest zbiezny do 0. A poniewaz 0 < 1, to pozwala dokonczy¢
stosowanie kryterium Cauchy’ego do szeregu (7):
lim ¥a, = lim ”n—Qz lim ﬁ:bn—>0 <1

i wywnioskowac, ze szereg ten jest zbiezny.

Na razie tyle przyktadéw. Reszte bieglosci nabedziesz rozwiazujac zadania. Zapamie-
taj jednak, ze o wyborze miedzy kryteriami d’Alemberta i Cauchy’ego decyduja na ogdot
wzgledy rachunkowe. Pierwiastek wystepujacy w kryterium Caucy’ego na ogdt utrud-
nia lub uniemozliwia rachunki, ale czasami bardzo je upraszcza. I jeszcze jedno: Jesli
uda si¢ zastosowaé oba te kryteria, to dadza one doktadnie te sama granice g. Jesli
wiec kryterium d’Alemberta doprowadzito do g =1, to kryterium Cauchy’ego tez nie da
rozstrzygniecia.

151W dalszej czesci wykladu jest sformulowanie bardziej ogélne, gdzie dopuszczamy wyrazy ujemne,
ale naktadamy na nie modut.
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Kryteria zbiezno$ci szeregéw (cz. II).

5. KRYTERIUM D’ALEMBERTA.
Jezeli (ay,,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

Ap+1
Qn,

lim

n—oo

=g<1,

oo
to szereg > a, jest zbiezny.
n=1
Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewlasciwa +o0)

. n41
lim [ = g>1,
n—oo an
oo
to szereg »_ a, jest rozbiezny.
n=1

6. KRYTERIUM CAUCHY EGO.

Jezeli istnieje granica

limy e =g<1.

oo
to szereg > a, jest zbiezny.
n=1
Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewlasciwa +o0)

timy e =g>1.

o0

to szereg »_ a, jest rozbiezny.
n=1

7. KRYTERIUM D’ALEMBERTA DLA CIAGOW.
Jezeli (a,,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

Ap+1
Qn,

lim

n—oo

=g<1,

to ciag (a,) jest zbiezny do zera.
Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewtasciwa +00)

Ap+1
Qp

lim

n—oo

=g>1,

to ciag (a,) jest rozbiezny, a ciag (|a,|) jest rozbiezny do +oo.

8. KRYTERIUM CAUCHY’EGO DLA CIAGOW.

Jezeli istnieje granica lim Vlan| =g <1, to ciag (a,) jest zbiezny do zera.

Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewlasciwa +oo) lim {/[an|=g>1, to ciag (a,)
jest rozbiezny, a ciag (|a,|) jest rozbiezny do +oo.
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Szeregowe kryterium zbieznoSci calek.
ALBO'*?
Catkowe kryterium zbieznos$ci szeregow.

Przypomnijmy wzorcowe caltki niewtasciwe:

7Od:13 { <+oo (calka jest zbiezna) dla p>1

J P =400 (calka jest rozbiezna) dla p<1

Oraz wzorcowe szeregi:
> 1 <400  (szereg jest zbiezny) dla p>1
nz::l np { =400  (szereg jest rozbiezny) dla p<1
Patrzac na powyzsze przyktady nie sposob nie zada¢ sobie nastepujacego pytania. Co
prawda ciag i funkcja okreslona na przedziale [1, +00) to dwa bardzo rézne obiekty ma-
tematyczne, ale czesto sg one definiowane bardzo podobnymi wzorkamil®®. Czy w $wietle
powyzszych przyktadéw powinnismy oczekiwac, ze zbieznosé szeregu bedzie rownowazna
zbieznosci odpowiadajacej mu calki niewlasciwej?
Raczej nie nalezy oczekiwac, ze bedzie az tak dobrze bez jakichkolwiek zatozen. Poza
tym z funkcji f mozna zawsze zrobi¢ odpowiadajacy jej ciag (a,) przyjmujac a, = f(n),
ale w druga strone to juz moze by¢ gorzej. Bo tak jak z ciggiem okreslonym wzorem

P 4nt4\/n
C B T
bez namystu skojarzymy funkcje
TR+t x
flx)= R T
tak we wzorach definiujacych ciagi
a,=(=1)"  oraz  b,= 1
Pn

trudno bytoby zamiast n wstawi¢ x i pozwala¢ temu z-owi przyjmowac¢ dowolne wartosci
rzeczywiste wieksze od 1. Bo nie ma sensu wyrazenie'® (—1)V2, ani méwienie o -tej

liczbie pierwszej!os.

Pytamy wiec, przy jakich sensownych zatozeniach o funkcji f:[1, +00) — R mamy
gwarancje rownowaznosci zbieznosci szeregu

> f(n) oraz calki niewlasciwej / f(z)dz.
n=1 1

152Niepotrzebne skreglic.

153Doktadniej: chodzi o wzorek na wyraz ogélny ciggu (zwykle wyrazenie zalezne od n) oraz wzorek
definiujacy funkcje (zwykle wzorek zalezny od z). Wzorki te moga si¢ r6znié tylko tym, ze literka n
zostalta zamieniona na literke x.

154Przez p,, oznaczamy n-tg liczbe pierwsza, np. py =2, py =3, p12 =37, pa1 = 73, pas = 97.

155Przynajmniej w zakresie liczb rzeczywistych.

156 Chyba ze jaki$ producent wprowadzi na rynek napéj o nazwie ”Liczba pierwsza”.
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Okazuje sie, ze takie zalozenia sg dwa:
e funkcja f powinna przyjmowaé tylko wartoéci dodatnie'®7,
e funkcja f powinna by¢ nierosnaca.

Mamy wiec nastepujace kryterium:
Niech f:[1, 400) — (0, c0) bedzie funkcja'®® nierosnaca. Wowcezas szereg

> f(n)

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezna jest catka niewlasciwa
/ f(z)dx.
1

Poniewaz w przypadku calki niewtasciwej z funkcji nieujemnej czy szeregu o wyrazach
nieujemnych, zbieznos¢ i rozbiezno$¢ mozna wyrazic¢ przyréwnujac catke czy sume szere-
gu do nieskoriczonoéci'®®, teze powyzszego kryterium mozemy zapisa¢ symbolicznie tak:

i_o:lf(”)<00 & /f(m)dm<oo.

Idee dowodu powyzszego kryterium mozna przesledzi¢ na rysunkach 50 i 51.
Z rysunkéw tych wynikajg nieréwnosci

f;f(m < [f@)de < Y ().

n=1

co jest rownowazne nieréwnosciom

[Fa)de < 3 gn) < [ f@)des p0).

7 powyzszych nieréwnosci wynika, ze albo i catka i suma szeregu sa skonczone, albo
i jedno i drugie jest nieskonczone.

157Na sile mozna byloby napisaé¢ ”nieujemne”, ale wobec monotonicznoéci osigganie wartosci 0 wymu-
szaloby zerowanie sie funkcji dla wszystkich odpowiednio duzych argumentéw. W konsekwencji odpo-
wiadajacy jej szereg liczbowy mialby od pewnego miejsca tylko wyrazy zerowe. Zbiezno$¢ zaréwno catki
jak i szeregu bylaby w tym wypadku zbyt oczywista, aby byla ciekawa.

1580 dziwo nie zalozytem, ze f jest ciagla. Bez zadnej szkody mozemy sobie to zalozenie dopisaé.
Okazuje si¢ jednak, ze w przypadku funkcji monotonicznej ewentualne nieciagloéci nie zaburzaja cal-
kowalnosci. Jednak wchodzenie w tym momencie w szczegdly wykracza poza zakres wyktadu. Innym
warunkiem, ktory moéglby sie tu pojawi¢ jest zalozenie L]l_)H(;lo f(z)=0. To zalozenie nie jest do niczego
potrzebne, ale jesli nie jest ono spelnione, to zaréwno calka jak i szereg sg rozbiezne, wigc niczego specjal-
nie ciekawego nie uzyskujemy. Zalozenie to moze jednak spelniaé role zwrécenia uwagi na interesujacy
przypadek i dlatego nie wykluczylbym, ze si¢ gdzie$ tam w literaturze pojawia.

159 Albowiem pytanie o zbieznosé jest pytaniem o skoficzonoéé geometrycznego pola pod wykresem
funkcji czy tez o skonczonosé sumy wyrazéw szeregu.
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rys. 50
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rys. 51
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Kryterium to nosi nazwe (a jednak) catkowego krytrium zbieznosci szeregéw,
a nie szeregoweqo kryterium zbieznosci catek. Powod tego jest nastepujacy: Na ogot ta-
twiej obliczy¢ wartos$¢ calki niz sume szeregu, czy cho¢by sume czedciowa, Dlatego w ty-
powej sytuacji stosowalnosci tego kryterium, jesteSmy w stanie stosunkowo tatwo obliczy¢
catke, a w przypadku szeregu napotykamy na trudnosci nie tylko z obliczeniem sumy,
ale wrecz z rozstrzygnieciem zbieznosci.

W tym miejscu nalezy po raz kolejny przypomnie¢, ze zbieznos¢ szeregu nie zale-
o0
zy od zmiany dolnej granicy sumowania, a zbieznos¢ catki niewtasciwej / f(z) dz nie

zalezy'® od zmiany dolnej granicy catkowania.

Tu zakonczyt sie wyklad 14.04.2021.

%) (o]
Skoro szereg Y f(n) i catka / f(x) dx wykazuja tyle podobiefistw, to nasuwa sie
n=1

1
pytanie, czy mozna tez przenie$¢ inne kryteria zbieznosci szeregéw na kryteria zbiezno-
Sci calek niewtasciwych. Pierwsze kryterium, ktore przychodzi tu na mysl, to warunek
konieczny zbieznosci szeregow:
o0
Jezeli a,, />0, to szereg Y a, jest rozbiezny.

n=1

Naturalne bytoby oczekiwac, ze:

Jezeli f(x)+ 0 przy x — oo, to calka /f(:c) dx jest rozbiezna.

1
O dziwo, takie kryterium nie jest prawdziwe !!!

Przyktad funkcji, dla ktorej takie "kryterium” nie jest prawdziwe, widzimy na ry-
sunku 52. Funkcja ta jest zerowa poza otoczeniami liczb naturalnych, gdzie jej wykres
stanowig waskie i wysokie trojkaty réwnoramienne. Mozna by ja oczywiscie zapisaé¢ wzo-
rem, z ktorego niewiele byloby widac¢, wiec poprzestanmy na rysunku z dodatkowym
doprecyzowaniem, ze tréjkat w okolicy liczby n ma podstawe dtugosci 2/4™ oraz wyso-
kosé¢ 2". To daje pole n-tego zielonego tréjk@ta réwne 1/2", wobec czego'!

3
Ydr=> — =—,
ICEESEEES
Oczywiscie granica Jim. f(z) nie istnieje, a co wiecej funkcja f jest nieograniczona, gdyz
w miare posuwania sie do +o0o zdarza jej sie przyjmowaé¢ dowolnie duze wartosci.

160Przy zatozeniu cigglodci funkcji f na przedziale domknietym obejmujacym wszystkie potencjalne
dolne granice catkowania.
1617 auwazmy, ze do catki wchodzi tylko polowa pola pierwszego tréjkata.
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Jednoczesnie ten przyktad pokazuje, ze w kryterium catkowym zbieznosci szeregdéw
[e.@]
zatozenie monotonicznosci jest bardzo istotne. W tym przypadku catka / f(z) dz jest
1
zbiezna, a odpowiadajacy jej szereg
oo oo
> fln)=>_2"
n=1 n=1

jest rozbiezny i to w sposob spektakularny, bo jego wyrazy daza do nieskonczonosci.
Na koniec jeszcze kilka komentarzy.

Kryterium catkowe ma szanse dziata¢ tylko dlatego, ze dzieki monotonicznosci funk-
cji podcatkowej znajomosé jej wartosci w punktach catkowitych pozwala nam z grubsza
przewidzie¢, co funkcja robi pomiedzy punktami catkowitymi. Bez monotonicznosci zna-
jomos¢ wartos$ci w punktach catkowitych nie pozwala przewidzie¢, co sie dzieje poza nimi,
co jest swietnie widoczne na rysunku 52.

W zwigzku z przyktadem z rysunku 52 powstaje pytanie dlaczego'®? w szeregu zbiez-
nym wyrazy daza do zera, a w zbieznej catce niewtasciwej funkcja podcatkowa nie musi
dazy¢ do zera w nieskonczonosci.

Oto6z w szeregu rozmiar wyrazu odpowiada przyczynkowi tego wyrazu do zmiany
sumy czesciowej. Jesli wyraz jest duzy, to pociaga za soba duza zmiane sumy czesciowe;.
W szeregu zbieznym sumy czesciowe sie stabilizujg — dalekie sumy czesciowe zmieniaja
o bardzo malto, co wyklucza dalekie duze wyrazy.

Zupekie inaczej jest z catka. Duza wartoéé¢ funkcji'®® nie musi pociggaé za sobg
duzego przyczynku do catki, bo ta nawet kolosalna warto$¢ moze by¢ przyjmowana na
malusienkim przedzialiku. W szeregu natomiast nie mozna dodaé¢ pot czy éwieré czy
miliardowa czes¢ wyrazu. Dodajemy od razu caly wyraz — jak jest duzy, to dodajemy
duzo.

Gdyby jednak zaltozy¢, ze f ma w nieskonczonosci granice i ta granica jest rozna
o0

od zera!®*, to calka /f(x) dx musiataby by¢ rozbiezna.
1

162Gtowo ”dlaczego” nie pyta tu o formalny dowdd, ale o istote przyczyn, dla ktérych mamy takie,
a nie inne zjawiska.

163\ y$lmy o funkcji ciaglej, a wiec duza wartoéé w jednym punkcie wymusza duze wartoéci w pewnym
(by¢ moze bardzo malym) otoczeniu tego punktu.

164\ oglaby to tez byé granica niewladciwa F-oc.
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