Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

Obliczanie pdl figur na plaszczyznie.

A teraz opowiem Wam o zastosowaniu calek do obliczania wielkosci (pél i dhugosci)
roznych figur ptaskich.
Na poczatek zagadnienie dos¢ proste, wiec nie pos$wiece mu zbyt wiele uwagi.
Oto6z przy pomocy calki oznaczonej mozna wyrazi¢ pole obszaru o szczegdlnej postaci.
Niech dane beda funkcje ciagte?” f,g:[a, b] — R speliajace dla kazdego z € [a, b]
warunek f(z) > g(z). Interesuje nas pole obszaru
{(z,y): a<z<b A g(z) <y < f(z)}

zamalowanego na zielono na rysunku 26.

y = f(x)
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rys. 26

Pole to wyraza sie wzorem
b
[ f@)=g(x) dz.

W przypadku, gdy f i g przyjmuja tylko wartosci nieujemne, zielony obszar to obszar
pod wykresem funkcji f z usunietym obszarem pod wykresem funkcji g, ma wiec on pole

[ f@)yde— [ g(x)de= [ f(2) - g(z)de.

I na tej uwadze, jesli chodzi o wyjasnienie powyzszego wzoru, poprzestane, koncen-
trujac sie na kolejnym, znacznie mniej oczywistym zagadnieniu.

9TWystarczy, ze funkcje te sa calkowalne, ale nie ma sensu topié istoty sprawy w niuansach dotyczacych
mozliwego poluzowania zalozen.
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Dlugosé krzywej na plaszczyznie.

Czym jest dlugos¢ krzywej? To pytanie nie na miejscu, jesli najpierw nie odpowiemy
sobie, czym jest krzywa. I czym jest krzywa, ktérej dtugos¢ mozna oblicza¢. Naiwne
i zbyt swobodne rozumienie stowa ”"krzywa” moze w skrajnym przypadku doprowadzi¢
do patologii w stylu krzywej Peano®®, a przeciez nie o to nam tu chodzi.

Odtozmy na razie problem wyjasniania, czym jest krzywa, a skoncentrujmy sie na zde-
finiowaniu i obliczaniu dlugosci krzywych, jesli juz to sobie kiedy$ doprecyzujemy.

Jak definiowalismy i obliczaliSmy pola figur? Ano wykorzystywaliSmy do tego pewne
szablony — proste figury, ktérych wartos¢ pola nie budzita zadnych watpliwosci. Tymi
szablonami przyblizaliémy coraz lepiej interesujaca nas figure, uzyskujac coraz lepsze
przyblizenie jej pola. Taka jast intuicja. Oczywiscie musialo to mie¢ jakas w miare pre-
cyzyjng techniczng oprawe, ale istota polegata na przyblizaniu figury.

Korzystalismy z takiego oto, jak sie okazato stusznego, zatozenia, ze dobre przyblizenie
figury daje dobre przyblizenie pola.

Do przyblizania obszaréw pod wykresem funkcji wystarczyty w zupetnosci figury zbu-
dowane z prostokatow. I takie proste szablony sprobujmy wykorzystaé¢ do obliczenia
dtugosci przekatnej kwadratu® o boku 1 (rys. 27).

Zeby nie papra¢ sie z twierdzeniem Pitagorasa i pierwiastkami, przyblizajmy te prze-
katng tamanymi zlozonymi tylko z odcinkéw poziomych i pionowych!®. Coraz lepsze
tego typu przyblizenia mozemy zaobserwowaé na rysunkach 28-32.

e e e e e e e e e e e e e e e —

rys. 27 rys. 28

98Jest to "krzywa”, ktéra jest pelnym kwadratem. Pogooglaj sobie, jedli Cie to interesuje.
99Najprzyjemniej oblicza sie wielko$ci, ktérych wartoéé juz znamy.
100D 5, ustalenia uwagi przyjmijmy, ze odcinki tamanej maja réwna dlugoéé.
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rys. 31 rys. 32
Bez trudu wyliczamy dtugos¢ kazdej z rozwazanych tamanych — jest ona réowna 2,
gdyz odcinki pionowe tej tamanej maja taczng dtugosé 1 i odcinki poziome tez maja
dlugosé 1. Skoro przekatng kwadratu mozna dowolnie dobrze przyblizy¢ krzywa (w tym
wypadku tamana) o dtugosci 2, to wychodzitoby z tego, ze przekatna kwadratu o boku 1
ma dlugos$é¢ 2. Podejrzewam, ze w szkole uczono Was czego$ innego.

Morat stad jest nastepujacy:

Dobre!”! przyblizenie krzywej inng krzywa nie musi

prowadzi¢ do dobrego przyblizenia jej dlugosci.

101V naiwnym rozumieniu.

Wyktad 10 -71 - wtorek 30.03.2021



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

Popatrz teraz na rysunki 33 i 34 i odpowiedz na dwa pytania:
Ktora figura ma wieksze pole: czerwona czy zielona?
Obwod ktorej figury ma wieksza dhugosé: czerwonej czy zielonej?

rys. 33 rys. 34

Jesli twierdzisz, ze wigksze pole ma figura zielona, trudno si¢ z tym spierac¢. Nawet jesli
rysunek nie jest superdoktadny, mozna z niego wzrokowo oszacowac¢ pola poszczegdlnych
figur.

Ale dla oszacowania dlugosci krzywej rysunek musi by¢ nieskonczenie doktadny.
Jedli twierdzisz, ze wiekszy obwdd ma figura zielona, Twoje twierdzenie jest co naj-
mniej bezpodstawne, a w tym wypadku nawet fatszywe...

Patrzac na brzegi obu figur pod mikroskopem (rys. 35 i 36), mozna dostrzec, ze brzeg
figury zielonej jest taki, jakby$my oczekiwali, natomiast brzeg figury czerwonej jest moc-
no pozawijany, co ogromnie wptywa na dtugosé obwodu tej figury. Ale wpltywu na pole
istotnego nie ma.

Wyktad 10 -72 - wtorek 30.03.2021



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

rys. 35

rys. 36

Podobne zjawisko wystapitoby, gdyby$émy patrzyli na mape Polski i zastanawiali si¢
nad powierzchnia kraju (to akurat na mapie "widaé¢”) oraz nad dtugoscia linii brzegowej
— kazdy, kto szedt brzegiem morza wie, ze male pétwyspy i zatoczki uformowane przez
morskie fale wydatnie wydtuzaja dtugosé linii brzegowej, ale nie pokaze ich zadna mapa.

Te przyktady pokazuja jak ztudne jest naiwne przyblizanie jednej krzywej inna krzy-
wa, gdy nie oczekujemy niczego wiecej niz tylko tego, aby odpowiednie punkty obu
krzywych byly blisko siebie. Na dlugos¢ ma ogromny wplyw pomarszczenie krzywej
w mikro-skali. Eeeh... mniejsza o samg dlugos$¢, to moze wrecz uniemozliwi¢ sensowne
zdefiniowanie tejze dtugosci.

Dlatego od przyblizenia jednej krzywej druga krzywsa bedziemy oczekiwali nie tylko
bliskosci odpowiednich punktéw, ale takze doktadnego nasladowania kierunku. A zZeby
moéwié o kierunku, trzeba mowic o stycznej, a styczna pachnie pochodng, a wiec réznicz-
kowalnoscig.

Zajmiemy sie wiec krzywymi, ktore sa wykresami funkcji rozniczkowalnych, najlepie;j
majacych ciggta pochodna.
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Zagadnienie brzmi wiec nastepujaco: Dana jest funkcjal®? f € Cl|a, b]. Obliczy¢ dtu-
gos¢ krzywej bedacej wykresem funkcji f (rysunek 37).

y = f()
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rys. 37

102pyrzypominam, ze funkcja klasy C'[a, b] to funkcja rézniczkowalna na przedziale [a,b] — z pochod-
nymi jednostronnymi na koncach, gdzie dodatkowo zakladamy, ze pochodna funkcji f jest ciagla i ma
w punktach a, b granice rowne odpowiednim pochodnym jednostronnym.
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Dla podziatu (zg, x1, 2, ..., T,) przedziatu [a, b] rozwazmy tamana wpisana w wykres
funkeji f, czyli tamana o wierzchotkach (xy, f (z1)), przedstawiong na rysunku 38.

Jej dtugosé jest suma dtugosci odcinkéw, ktére sie na nig sktadaja. Obliczmy dtugosé
k-tego odcinka, ktory w powiekszeniu jest przedstawiony na rysunku 39.

S mmmmmm - -

rys. 38
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f(xr)

rys. 39

Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze dtugosé¢ k-tego odcinka tamanej jest réwna
2
Tr)— J (Xp—
¢<xk—xm>2+<f<xk>—f<xk1>>2=<xk—xkl>¢1+(f< o) = (@ 1>> _
T — Tl—1
= (= xp-1) V1 ()

gdzie yy, € (xx_1, Tx) istnieje na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej.
To prowadzi do nastepujacego wzoru na dtugos¢ tamane;j:

n

S @k — o) VI ()*

k=1
Powyzsze rachunki przeprowadzone sa dla pojedynczego podziatu przedziatu [a, b],
ktéry to podziat oznaczylismy przez (zo, 1, T2, ..., T,). Zamiast tego przyjmijmy, ze da-
ny mamy ciagg podziatow o srednicy dazacej do zera, niech n-tym podziatem ciggu bedzie
(Tn0, Tnts Tn2s vy Ton)-
Wowczas otrzymamy nie pojedycza tamana, ale ciag tamanych, ktérych dtugosci two-
rzg ciag liczbowy o n-tym wyrazie rownym:

i (T =T 1)\ 1T+ (f (ynk))2 ;

k=1
gdzie ynk € (Tp -1, Tnk)-
W tym ciggu liczbowym mozemy rozpoznaé¢ sumy catkowe Riemanna dazace do catki
b

[V 1+ @) da,

ktoéra to catka wyraza szukang dlugosé wykresu funkcji f.

Wyktad 10 - 76 - wtorek 30.03.2021



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

Wzér do zapamietania:

Dtugosé krzywej bedacej wykresem funkcji rézniczkowalnej f na przedziale [a, b] jest
rowna

1+ (@) o

Niestety, kwadrat pochodnej pod pierwiastkiem w funkcji podcatkowej powoduje,
ze nawet dla stosunkowo prostych funkcji obliczenie dtugosci ich wykresu jest trudne
lub wrecz niemozliwe.

Srodki ciezkosci figur ptaskich.

Czym jest $rodek ciezkoscil® figury, najtatwiej wyobrazié sobie na przykladzie figury
ptaskiej. Jezeli figura ta jest pewien obszar na plaszczyznie, to wycinajac ten obszar
z jednorodnego'® sztywnego kartonu albo blachy, mozemy prébowaé balansowaé wyciety
obszar na czubku zaostrzonego otéwka. Srodkiem ciezkosci jest punkt, ktéry umieszczony
na ostrzu otéwka da nam chwilowe poczucie réwnowagi'®. Jedli ostrze oldéwka bedzie
troche stepione, to moze nam si¢ nawet uda¢ uzyskanie rownowagi trwalej.

Analogicznie bedziemy rozumieli Srodek ciezkosci krzywej ptaskiej. Krzywsg taka trze-
ba wygia¢ z cienkiego, ale masywnego jednorodnego drutu, a nastepnie potozyé¢ na
niewazkiej'% sztywnej powierzchni plaskiej (najlepiej do niej przyklei¢, zeby si¢ nie
dlizgata). Wowezas drut wraz z niewazka powierzchnia beda tworzy¢ bryle!®” sztywna,
w ktorej za sztywnos¢ i mozliwos¢ podpierania w dowolnym punkcie odpowiada niewazka
powierzchnia, a za rozmieszczenie masy odpowiada drut. Tak samo moglibysSmy probo-
wac balansowac te bryte na czubku otéwka — uda sie to tylko wtedy, gdy podeprzemy ja
w $rodku ciezkosci krzywej.

Podobnie wyglada interpretacja srodka ciezkosci uktadu mas punktowych. Trzeba je
przyklei¢ do niewazkiej sztywnej powierzchni ptaskiej i tak otrzymany twor balansowaé
na czubku otowka.

103W naszych zastosowaniach mozna réwniez méwié "érodek masy”. W zasadzie wlasnie o érodek masy
nam chodzi, ale w geometrii zwyklo sie méwi¢ o srodku ciezkosci figury. Z punktu widzenia fizyki oba
pojecia sa tozsame w jednorodnym polu grawitacyjnym.

104 czywiscie material mégtby by¢é niejednorodny, wtedy trzeba byloby uwzglednié zmieniajaca sie ge-
stos¢ powierzchniowa (ewentualnie liniowa w przypadku krzywej). Nie wnosi to jednak zadnych nowych
zjawisk, a jedynie komplikuje otrzymane wzory — az taka ogélno$é¢ nie jest nam tu potrzebna.

105podparcie obszaru w jakimkolwiek innym punkcie nie uda sie nawet na moment.

106V praktyce: bardzo lekkiej.

107Stowo "bryta” kojarzy sie z tworem tréjwymiarowym, podczas gdy tu mamy twoér plaski. Jednak
patrzac na ten model (powierzchnia + drut) w $wiecie tréjwymiarowym widzimy twor tréjwymiarowy,
o zaniedbywalnie matej grubodci.
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W szkolnej matematyce ”srodek ciezkosci” kojarzy sie przede wszystkim ze Srod-
kiem ciezkosci trojkata, a ten definiowany jest jako punkt przeciecia srodkowych. I tyle.
Ani stowa o masach, czy jakiejkolwiek fizyce. No tak, ale przeciez ta nazwa nie powstata
w oderwaniu od fizycznego srodka ciezkosci. Tylko czymze jest srodek ciezkosci trojkata?

Mozna pomysle¢ o trzech mozliwosciach:

e Srodek ciezkosci powierzehni tréjkata, czyli trojkata wycietego z kartonu.

e Srodek ciezkosdcei obwodu trojkata, czyli obwodu tréjkata wygietego z drutu.

e Srodek ciezkosci wierzchotkéw tréjkata, czyli trzech jednakowych mas punktowych
umieszczonych w wierzchotkach.

Zastanow sie nad odpowiedzig na nastepujgce pytania:

Czy w ogolnym trdjkacie powyzsze trzy srodki ciezko$ci lezag w jednym
punkcie, czy tez moga to by¢ rézne punkty?

Jesli rézne, to ktéry z nich jest Srodkiem ciezkosci znanym z geometrii
trojkata?

Podstawowa wtasnos¢ srodka ciezkosci uktadu mas, niewazne czy punktowych, czy
o gestosci liniowej (drut), czy powierzchniowej (blacha) czy nawet objetosciowej (bryta
tréjwymiarowa), jest nastepujaca:

Mozemy wybra¢ dowolng czes¢ masy wchodzacej w sktad uktadu mas, a nastepnie
zsungl te masy do ich srodka ciezko$ci. Wtedy srodek ciezkosci catego uktadu mas nie
ulegnie zmianie.

Wracajac do tréjkata: Srodek ciezkoéci odcinka (w domysle: wykonanego z jednorod-
nego materiatu) lezy w geometrycznym $rodku odcinka, a masa tegoz odcinka jest wprost
proporcjonalna do jego dtugosci. Tak wiec $rodek cigzkosci obwodu tréjkata (w domy-
sle: wygietego z jednorodnego drutu) jest taki, jak gdyby w érodkach bokéw trdjkata
umiesci¢ masy punktowe proporcjonalne do dtugosci tychze bokow.

Rozwazmy trojkat rownoramienny o bardzo krotkiej podstawie i bardzo dtugich ra-
mionach. Jego geometryczny srodek ciezkosci lezy w 1/3 wysokosci. Jednak obwdd tego
trojkata sktada sie z dwoch prawie pokrywajacych sie odcinkéw (ramion) i podstawy za-
niedbywalnej pod wzgledem masy. Zatem srodek ciezkosci obwodu lezy prawie w potowie
wysokosci tréjkata. Skoro oba érodki ciezkosécil®® leza w réznych odlegloéciach od podsta-
wy trojkata, to znaczy, ze sie nie pokrywaja. Tak wiec srodek ciezko$ci obwodu trojkata
to na ogol nie to samo, co geometryczny srodek ciezkosci (czyli punkt przeciecia srodko-
wych).

Okazuje sie jednak, ze srodek ciezkosci wierzchotkéw tréjkata pokrywa sie ze srodkiem
ciezkodci tréjkata wycietego z kartonu i jest to geometryczny $rodek trojkatal®.

Nie bede wchodzit w szczegdty, dlaczego tak jest, gdyz nie jest to gtéwny temat
wyktadu.

108 Geometryczny $rodek ciezkoéci tréjkata oraz $rodek ciezkosci obwodu tréjkata.

109 Analogicznie jest w przestrzeni tréjwymiarowej. Geometryczny érodek ciezkosci czworoécianu to
zaréwno Srodek ciezkosci pelnej bryly czworoéciennej jak i érodek ciezkosci jednakowych mas umiesz-
czonych w wierzchotkach czworoécianu. Czym innym jest érodek ciezkosci powierzchni czworosdcianu
(Sciany z blachy), a jeszcze czym innym $rodek ciezkosci krawedzi (szkielet czworo$cianu wykonany
z drutu).
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Zamiast tego zajmiemy sie obliczaniem potozenia srodka ciezkosci. Zacznijmy od przy-
padku mas punktowych. Niech dla k=1,2,...,n punkt materialny o masie my; bedzie
umieszczony w punkcie (xy, yx). Wowczas srodek ciezkosci tak rozmieszezonych n mas
punktowych znajduje sie w punkcie

n n
2 METE > MYk
k=1 h=1

% my ’ f: mg
k=1 k=1
Zauwazmy, ze w mianownikach jest suma wszystkich mas, czyli taczna masa catego ukta-
du n mas. W licznikach sa natomiast prawie takie same sumy, z tym ze poszczegdlne
sktadniki sa przemnozone przez wspotrzedne odpowiadajace potozeniu poszczegdlnych
mas.

Czasami mowi sie, ze wspolrzedne srodka masy sa srednimi wazonymi odpowiednich
wspotrzednych punktéw materialnych wchodzacych w sktad uktadu mas.

Srodek ciezkosci obszaru na pltaszczyznie.

Bez wchodzenia w nadmierne formalizmy!'?, wyprowadze wzoér na srodek ciezkodci
obszaru

{(z.y): z€la, b] A flz)<y<g(z)},
gdzie funkcje ciagle f, g:[a, ) — R spetniaja nieréwnosé f(z) < g(x) dla kazdego = €[a, b].

yA y=g(z)
1 1
1 1
1 [ 1
1 [ 1
1 [ 1
1 [ 1
i Lo y=f(x) i
I o I .
0 a Tp_1 T b T
rys. 40

HO0A dokladniej: w konwencji, ktéra mozna spotkaé¢ w fizyce.
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Podzielmy przedzial [a, b] na male przedzialiki (rys. 40). To prowadzi do podziatu roz-
wazanej figury na paski o szerokoéci''! Az, =z, —x,_;. Pole takiego paska jest iloczynem
jego szerokosci Axy przez jego dlugosé, ktora jest z grubsza réwna g (zy) — f (xx).

Wobec tego pole calej figury jest w przyblizeniu réwne!!?

> (9 (7) —f($k)) -Axy, .

k

W rozwazaniach fizycznych przejscie do granicy z sumami catkowymi Riemanna czesto
odbywa si¢ przy pomocy formutki w stylu: jak paski stang si¢ nieskonczenie waskie,
to otrzymamy dokladna wartoéé pola, a suma przeksztalci sie w catke!!?

[9(@)— f(z)da.

Na razie otrzymaliémy znany nam juz wzér na pole figury!!4.

Srodek ciezkosci k-tego paska''® lezy z grubsza w polowie jego dtugoéci®, w przybli-
zeniu w punkcie
P (xk—1 +ar f(7p) +9(Ikz))
2 ’ 2 ’

co przy bardzo waskim pasku jest w przyblizeniu rowne mniej doktadnemu, ale prost-

- (@k, yr) = <$k, T tg (o) (xk>+g(xk)> .

szemu punktowi
2

Biorac pod uwage, ze masa!'® tegoz paska jest z grubsza réwna my, = (g (k) —f(xk)) .
Axy, otrzymujemy przyblizone wspotrzedne srodka ciezkosci obszaru jako
%kak %ykmk

%mk ’ ijmk
S (g (@)~ f (o)) - Aay S LI (g () — f (@) ) - Ay
S(g)—f@)) - S(gl)—f () -Aay

M7 jterka A w fizyce odnosi sie do przyrostu nastepujacej po niej wielkoéci. Oznaczenie Az, nalezy
rozumieé nie jako przyrost xj (czyli A(xy)), co specjalnie nie ma sensu, ale jako k-ty przyrost z’a,
czyli (Az),.

H2W tej konwencji pod znakiem sumy piszemy tylko indeks numerujacy wszystkie paski, nie precy-
zujac wyraznie zakresu zmiennosci tego indeksu.

13Przy tym Azy (a w niektérych wersjach Ax) zamienia sie w da.

H4Nje dbam o zmiang roli f i g w stosunku do oznaczen z wezorajszego wykladu.

15Duza czarna kropka na rysunku 40.

16T 7 grubsza w polowie szerokosci.

N7Druga wspélrzedna dla krétkosci oznaczamy przez yy.

H8Cyzyli pole. Dla figury wycietej z jednorodnego materialu masa jest proporcjonalna do pola.
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co przy nieskonczenie waskich paskach daje doktadne potozenie srodka ciezkosci obszaru
wyrazone przy pomocy calek:

[o-(ga) = f()) do [R50 (g0) — f(@) dir)
fo@)—f@de  fo@)-fwae )

[ farto@) = p@) e gl - (@) do

e -f@dr ) - @) de

Srodek ciezkosci krzywej plaskiej.

Teraz zajmiemy sie $srodkiem ciezkosci krzywej

{(z, f(x)): z€la, O]},
gdzie funkcja f:[a, b] — R jest rézniczkowalna i ma ciagta pochodna!'®.

Podzielmy przedzial [a, b] na malutkie przedzialiki i przyjrzyjmy sie k-temu przedzia-
likowi dtugosci Axy =z — z—1 (rys. 41).

Odpowiada mu cieciwa!2’ dtugosci \/1+ (f/(¢))*- Axy, gdzie ¢ nalezace do przedzialika
istnieje na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej'?!. Jedli przedzialik jest bar-
dzo maty, to zamiast ¢ mozna wziaé¢ inny jego punkt, popetlnimy wtedy niewielki btad.
Takze srodek ciezkosci cieciwy, lezacy w jej potowie, moze by¢ z mata szkoda dla do-
ktadnosci wyliczen przesuniety do jednego jej konca. Mozemy wiec dla celu przyblizonych
rachunkéw przyjaé, ze k-ta cieciwa ma mase (czyli dtugosc)

mp =1\ 1+ (f/ (Ik))z : A[Ek s

ktora to masa jest skupiona w punkcie

(@k, yi) = (@, [ () -
Wowczas srodek ciezkosci krzywej lezy w przyblizeniu w punkcie

( STEME 2 Yy )
% %

Sme Y my
% %

o VIH U )" A %S (o) V1 ()" A
> 1+ (f (20)) Ay > 1+ (f (22))° - Az

H9Doktadniej: zakladamy, ze f € Cta, b], czyli f jest rézniczkowalna na przedziale [a,b] — z pochod-
nymi jednostronnymi na koncach, gdzie dodatkowo zakladamy, ze pochodna funkcji f jest ciagla i ma
w punktach a, b granice rowne odpowiednim pochodnym jednostronnym.

120Wiem, wiem, jestem niekonsekwentny — jak jest przedzialik, to powinna mu odpowiadaé cieciwka.

1217 6bacz korona09, strona 86.
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Jarostaw Wroblewsk:

co przy nieskonczenie matych przedzialikach daje doktadne potozenie $rodka ciezkosci

krzywej wyrazone przy pomocy catek:

oI (@) de [ f@)T+ (F@) do

=g

rys. 41
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Obejrzyj w internecie wyklad doc. Goérniaka z PWr:
Odcinek 79: Obliczanie objetosci bryt obrotowych
A teraz przedstawie wyprowadzenie wzorow zwiazanych z przestrzennymi figurami ob-
rotowymi. Nie stawiam sobie za cel matematycznej precyzji, a zalezy mi jedynie na po-

kazaniu dlaczego wzory sa takie, a nie inne. Wyktad bedzie utrzymany w konwencji
rozumowan stosowanych w fizyce.

Bryly obrotowe.

y“ y = g(v)
1 1
1 1
1 [ 1
1 [ 1
1 [ 1
1 [ 1
i Lo y=f(x) i
! L L,
0 f > b
rys. 42

Podzielmy obszar przedstawiony na rysunku 42 na waskie paskil?2.

Obracajac wokot osi OX pasek!?® wyrdézniony na rysunku otrzymamy gruby pierécient
kotowy o promieniu wewnetrznym f(z), promieniu zewnetrznym g(x) oraz grubosci Az.
Zatem pasek ten przy obrocie omiata objetosé réwnag - (¢?(x) — f2(z)) - Az. Objetosé
catej bryty obrotowej mozemy wiec przyblizy¢ przez sume po wszystkich paskach:

T3 (g (2) — f2(2)) - A,

co przy nieskoniczenie cienkich paskach cudownie przemienia si¢ w catke

VOX:W-/gQ(x)—fQ(x) dx.

Jest to wzor na objeto$¢ bryly powstatej przez obrot obszaru wokoét osi OX.

122Nje bede ich numerowaé, a znak sumy odnosié¢ sie bedzie do sumowania po wszystkich paskach
podziatu, ile ich tam jest.
123Dla celéw rachunkowych przyjmujemy, ze pasek ten jest (prawie) prostokatem.
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Srodek ciezkosci rozwazanej bryly obrotowej lezy oczywiscie na osi OX, a jego wspot-
rzedna x-owa jest w przyblizeniu réwna

m-Yx-(g%(x) — f*(2) - Az
T3 (g () = f2(x)-Ax
co po przejéciu granicznym daje doktadny wzor:

@) =) de

Ts="
[92(x) ~ f2(x) da

Z kolei obrot tegoz paska wokot osi OY prowadzi do grubej powierzchni walcowej
124

o promieniu x, tworzacej'** g(x)— f(x) oraz grubosci Az, co daje objetosé
2m-x-(g(x) = f(2)) Az
To prowadzi do wzoru na objeto$é¢ bryty obrotowej
b

21 Y w-(g(a) = f(@))- Az — 27+ [2-(g(x) — f(2)) dz=Voy .

Wspdlrzedna y-kowa srodka ciezkosci rozwazanego paska jest rowna
g9(x)+ f(z)
2 Y
co prowadzi do wspotrzednej y-kowej srodka ciezkosci catej bryty obrotowej:

o3 g(r);rf(x) - (g(z) — f(2))- Az fﬂf (9°(z) = f*(x)) dx
2w ya-(g(e) = @) B Ty ) de

a

:yS'

124Chodzi o dlugoéé tworzacej walca.
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Powierzchnie obrotowe.

Aby moéc oblicza¢ pole powierzchni powstalej przez obrot wykresu funkeji, zatozymy;,
ze funkcja ta jest gtadka, czyli w tym wypadku rézniczkowalna i ma ciagta pochodng.

Trzeba sobie bowiem wyobrazi¢, ze objetos¢ jabtka zalezy od jego rozmiaru, a nie
od tego, czy jest ono Swieze, czy zwiedniete i ma pomarszczong skorke. Za to gtadkosé
skorki ma decydujacy wplywa na powierzchnie tejze skorki, a za gtadkosé¢ odpowiada
pochodna.

L S

[ e e e e T

|
\
0 a Az

rys. 43

Przyblizmy wykres funkcji tamana (rys. 43). Rozwazany segment famanej ma w przy-

blizeniu dtugosé¢
VIt (f/(x)-Ax.
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Przy obrocie wokot osi OX rozwazany odcinek zakresla fragment powierzchni stozko-
wej o tworzacej dtugodei /1+ (f/(x))?- Az i promieniu f(z), a wiec polu powierzchni
21 f(x) - 14 (f'(2))*- Az

To prowadzi do wzoru na pole calej powierzchni obrotowej:

b
2.3 F(2) 1+ (f(2) Az — 27T-/f(x). 1+(f'(2))? dz = Pox .

Wspolrzedna x-owa srodka ciezkosci odcinka tamanej jest réwna x, skad otrzymujemy
wzor na wspotrzedna x-owg $rodka ciezkosci catej powierzchni obrotowe;j:

25 x f () 1+ (/7)) Fa- f(a) 1+ (/@) da
22 (@) 1+(f’( WAr )T (P () de

=Ts.

Przy obrocie wokot osi OY rozwazany odcinek zakresla fragment powierzchni stozko-
wej o tworzacej dtugosei \/1+ (f'(z))?*- Az i promieniu , a wiec polu powierzchni
2m-x-\/ 1+ (f'(2))*- Ax.

To prowadzi do wzoru na pole catej powierzchni obrotowe;j:
2. w1+ 2. Az — 27r/ )2 dz = Poy .

Wspolrzedna y-kowa srodka ciezkosci odcinka tamanej jest réwna f(x), skad otrzy-
mujemy wzor na wspotrzedng y-kowsa $rodka ciezkosci caltej powierzchni obrotowej:

2L E(x) -2/ 1+ (f'(2)- Ax ffv-f(fv)' L+ (f'(x))" d

om- S 1+ (@) Ac r\1+ (f/(@)) da

:yS'

Qe

Obejrzyj w internecie wyklad doc. Gérniaka z PWr:
Odcinek 81: Obliczanie pol powierzchni bryt obrotowych.
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Wzory na dlugosci, pola, objetosci i srodki ciezkoSci

Musisz zna¢ wzory (x). Pozostate wzory, czyli (77?), musisz umieé¢ rozpozna¢'?® w po-

nizszym spisie i umie¢ je zastosowac.

fo-(g(@)— f@) do L [(g(@))?—(f(x))* de
s , — (777)
fole)=f@)yde  [gle)~ fla)de
b
L=[Vi+(f(2)] de (+)

Fe 1+ (f@)Pde [ )1+ (@) de
g , 2 . (777)

I (F@Pdr [V (@) de

[ (*(a) - f2(x)) do

a (777)

Pox =27 /f /1 dx a:szab. ’
[ @) 14(f/(2))° do

[ f(2) 1+ (F () da
g (777)

b
Poy =27 [ x- 1+(f’(x))2da: Ys =
g fo 15 (P ) da

125Czyli wiedzieé¢ ktéry czego dotyczy i rozumieé, jakich zalozen wymaga. Konieczne zalozenia moga
dotyczyé ciaglosci/rézniczkowalnodcei oraz nieujemnosei funkeji, a takze nieujemnosci granic catkowania.
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Przyklad 54:
Wiadomo, ze dla funkcji rézniczkowalnej f: [a, b — R, gdzie 0 <a < b, pole powierzchni
powstatej przez obrot krzywej

{(z, f(x)): z€la, O]}

wokot osi OY jest rowne
b
27r-/:17- 1+ (f'(2))* da

Wyznaczy¢ pole powierzchni

{(J:, y,2): 224y =2< 1} )
Rozwigzanie:
Poniewaz dana w zadaniu paraboloida obrotowa powstaje przez obrot wokét osi OZ tuku
paraboli o réwnaniu z =22, 0 <z < 1, umieszczonego w plaszczyznie X Z, przyjmiemy
w podanym wzorze f(z)=2x2% a=0, b=1.
Biorac pod uwage, ze f'(x) =2z oraz wykonujac po drodze podstawienie t = 1+ 4z
czyli formalnie dt = 8x dx, otrzymujemy:

27T~/x~ 1—|—(f’(x))2d:c:27r/ mdx—— /\/_dt—zg £3/2
(5v5-1).

5
:E.t?’/?

5

T2 T _

_ ™
6 6 6

Odpowiedz: Pole danej w zadaniu powierzchni obrotowej jest réwne — (5\/_ )
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