Jarostaw Wréblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

Catka Riemanna

Podziatem przedziatu [a, b] nazywamy kazdy skoriczony ciag (xo, 1, T2,..., Tn_1, Tn),
gdzie a=xog<r1<29<...<Tp_1<x,=D>.

7 takim podzialem wigzemy figury ztozone z prostokatéw zbudowanych na odcinkach
podziatu. Z jednej strony (rys. 19) budujemy najwieksza figure, kréra jest zawarta w ob-
szarze pod wykresem funkeji f, a z drugiej (rys. 20) najmniejsza figure, ktéra ten obszar
zawiera.

rys. 19

rys. 20
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Biorac pod uwage, ze k-tym przedzialikiem podziatu jest przedziat [xj_q, xy], figury
zamalowane na zielono na rysunkach 19 i 20 maja pola réwne odpowiednio

n n

> ((a:k—a:k_l)- inf f(x)) oraz > ((xk—xk_l)- sup f(:t)) )

=1 e€[zk—1,2%] k=1 w€lwp_1,21]

Jezeli P jest zbiorem wszystkich podzialéow (zo, x1, xa,..., Tn_1, x,) przedziatu [a, b],
to funkcja ograniczona f:[a, b] — R jest (z definicji) catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy

n

sup Z((ﬂfk—xk_l)- inf f(x)) =

(xnylvnzxn)eT k=1 relwr—1.2t]

n

= inf > ((mk—xk_l)- sup f(x)) :
(zo,xh...,xn)e‘:])k:l x€[T)_1,78]
Caltkowalne sa wszystkie funkcje ciagle, ale niektére nieciagte tez (na razie tego nie
precyzujemy).

Jedli funkcja f jest catkowalna, to catka oznaczona [’ f(z)dx jest granica ciggu sum
Riemanna odpowiadajacych ciggowi podzialéw przedzialu [a, b] o $rednicy® dazacej
do zera. W sumie Riemanna z kazdego przedzialika podziatu dowolnie wybieramy punkt,
z ktérego czerpiemy wartosé¢ funkeji f. Jezeli (zg, 1, z2,..., Tn_1, T,) jest podziatem
przedziatu [a, b], a yi € [xr_1, 21|, to odpowiadajaca temu podzialowi i temu wyborowi
punktéw y; suma Riemanna jest rowna

n

> ((xk—xk,l)j(yk)) :

k=1

Powyzszy fakt zapisze réznymi wzorami opierajacymi sie o r6zny kompromis pomiedzy
ogo6lnoscia i prostota.

Wersja 1 (najogélniejsza):

Zalozenia: Funkcja f:[a, b] — R jest catkowalna.
Do tego dany jest ciag podzialéw przedziatu [a, b]. W tym ciagu n-tym wyrazem jest
podzial (2,0, Tn1, Tn2,- -y Tnmp—1s Tnm,), KtOry jest podziatem na m, przedzialikdw.
I tak =z, oznacza k-ty punkt n-tego podziatu. Zakladamy, ze $rednice podziatéw daza
do 0:

lim max (Zpp—Znr—1)=0.
n_}(x)lgkgmn( n,k n,k 1)

I do tego jeszcze z kazdego przedzialiku kazdego podziatu wybieramy dowolnie jeden
punkt, a doktadniej z przedzialiku [z, k—1, ©, ] Wybieramy punkt v, k.

Woéwczas ciag odpowiednich sum catkowych Riemanna jest zbiezny do catki oznaczo-
nej:

T}Lrgog ((xn,k:_xn,k—l)'f(yn,k)) Za/bf(m) de .

958rednica podziatu to dlugoéé najdluzszego przedzialika tego podzialu: max (xg —xp—1)-

IR
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Wersja 2 (troche mniej ogdlna: dowolne podzialy, y-ki w prawych koncach):

Zalozenia: Funkcja f:[a, b] — R jest catkowalna.
Do tego dany jest ciag podzialéw przedziatu [a, b]. W tym ciagu n-tym wyrazem jest
podzial (2,0, Tn1, Tn2,- -y Tnmp—1s Tnm,), KtOry jest podziatem na m, przedzialikdw.
I tak =z, oznacza k-ty punkt n-tego podziatu. Zakladamy, ze $rednice podziatéw daza
do 0:

lim max (Zpp—Znr—1)=0.
n—“”lgkgmn< n,k n,k 1)

Jako punkt z przedzialiku [z, 1, 2, ] wybieramy punkt y,, =z, .
Wowecezas cigg odpowiednich sum catkowych Riemanna jest zbiezny do catki oznaczo-

nej:
b

JLIIO]OZZZ ((xnvk_xn,k—l)'f(%,k)) Z/f(x) dz .

Wersja 3 (jeszcze mniej ogdlna: n-ty podzial na n czesci,
y-ki w prawych koncach):

Zalozenia: Funkcja f:[a, b] — R jest catkowalna.
Do tego dany jest ciag podzialéw przedziatu [a, b]. W tym ciagu n-tym wyrazem jest
podzial (2,0, Tn1, T2y -y Tnn-1, Tnn), KEOry jest podzialem na n przedzialikow. I tak
Tk OzZnacza k-ty punkt n-tego podziatu. Zaktadamy, Ze srednice podziatéow daza do 0:

lim max (z,x —Zpr—1)=0.
n—)oolgkgn( n,k n,k 1)

Jako punkt z przedzialiku [z, 5_1, T, ;] Wwybieramy punkt y, x =, k.
Wowecezas cigg odpowiednich sum catkowych Riemanna jest zbiezny do catki oznaczo-

nej:
n b

lim »° ((xn?k—xn,k_l)j(a:n,k)) = /f(x) dx .

n—oo

k=1 a
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Wersja 4 (n-ty podzial jest podzialem na n réwnych przedzialéw,
y-ki s prawymi konicami):

Zalozenia: Funkcja f:[a, b] — R jest catkowalna.
Przyjmujemy, ze n-ty podzial przedziatu [a, b] sktada sie z punktéw

b—a
Tpp=0a+k-
n
oraz ze s one jednoczesnie y-kami wybranymi do obliczania wartosci funkcji f:
b—a

ynJ:::an:::a*_k' N

Wowezas ciagg odpowiednich sum catkowych Riemanna jest zbiezny do calki oznaczo-
nej:

JLI&i (b;a.f(a—kk-b;a)) — Jim (b;a.éf(ﬁk-b;a)) :/bf(x)dx.

k=1

Suma Riemanna odpowiadajaca opisanemu wyzej podziatowi przedzialu na réwne
czedci przedstawiona jest na rysunku 21 jako zamalowane na zielono pole prostokatow.

rys. 21

a
Zauwazmy, ze poniewaz czynnik —— wystepuje we wszystkich sktadnikach sumy

Riemanna, mozemy go wylaczy¢ przed znak sumy.
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Wersja 5 (n-ty podzial jest podzialem na n réwnych przedzialéw,
y-ki sg lewymi konicami):

Zalozenia: Funkcja f:[a, b] — R jest catkowalna.
Przyjmujemy, ze n-ty podzial przedziatu [a, b] sktada sie z punktéw
b—a
n
oraz ze sg one jednoczes$nie y-kami wybranymi do obliczania wartosci funkcji f:

b—a
Yn o = Tp 1 =a+(k—1)- o

Tpp=a+k-

Wowezas ciag odpowiednich sum catkowych Riemanna jest zbiezny do calki oznaczo-
nej:

i 3 (020 (a0 220 ) -

)):a/bf(:c)dx.

b—a
n

— lim (b_a-zn:f(a+(k—1)-

Suma Riemanna odpowiadajaca opisanemu wyzej podziatowi przedziatu na réwne
czesci przedstawiona jest na rysunku 22 jako zamalowane na zielono pole prostokatow.

rys. 22
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Uzywanie sum Riemanna do wyliczania catki oznaczonej jest dos¢ zmudne, a czasem
wrecz moze by¢ praktycznie niemozliwe. I na dtuzszg mete wydaje sie bezcelowe, skoro
mamy duzo prostszy sposob na obliczanie catek oznaczonych. Ale mozna w drugg strone...
Nie uprzedzajmy jednak tego, co za chwile sie stanie i popatrzmy na taki przyktad:

Przyktad 50:
Obliczy¢ granice (ciagu):

I ( I 1)
im e —4+—1 .
n—oo\n+1 n+2 n+3 2n—1 2n

Rozwigzanie:
Podejscie 1 (naiwnie optymistyczne i dlatego nieudane):

Szacujemy sume pod znakiem granicy od dotu i od gory, aby skorzystacé z twierdze-
nia o trzech ciagach. Oszacowanie odbywa sie przez pomnozenie liczby sktadnikéw (czy-
li n) przez wspoélne oszacowanie sktadnikéw, czyli sktadnik najmniejszy badz najwiekszy.

Otrzymujemy

1 1 n o 1 n 1 n 1 A 1 +1 o n 1
—— = 4 — — 1.
22 20 n+l n+2 n+3 2n—1 20 n+l

Poniewaz oszacowania dolne i gérne daza do réznych granic, twierdzenie o trzech ciagach
nie ma tu zastosowania. Poki co nie tylko nie znamy granicy ciggu, ale nawet nie mamy
pewnosci, ze ciag jest zbiezny, bo teoretycznie mozna sobie wyobrazié¢, ze jego wyra-
zy dziwnie oscyluja gdzies miedzy 1/2 i 1 — raczej mato prawdopodobne, ale prostego
argumentu wykluczajacego taka oscylacje nie widac.

Czyzby$my nieumiejetnie przeprowadzili oszacowania? Ale jak to zrobi¢ lepiej, skoro
iloraz pierwszego sktadnika sumy do ostatniego dazy do 2, a wielkos¢ sktadnikéw ptynnie
sie zmienia. Nasze oszacowanie wrzucito wszystkie sktadniki do jednego wora i dlatego
byto niedoktadne (bo w tym worze sktadniki réznity sie o czynnik prawie 2), ale nie
wida¢ jak w elementarny sposéb uzyska¢ oszacowania dolne i gérne dazace do tej samej
granicy.

Podejscie 2 (wykorzystujgce specjalng postaé sumy pod znakiem granicy):

Skorzystamy z twierdzenia o trzech ciagach, ale potrzebujemy naprawde precyzyjnych

oszacowan. W celu ich uzyskania rozwazymy funkcje f:[n, 2n| — R okreslona wzorem
2n

d
f(z)=1/x. Wowczas calka /—x jest rowna polu figury pod wykresem funkcji f, a po-
Jow

n
nadto poréwnanie tego pola z polami zielonych figur ztozonych z prostokatéw na rysun-
kach 23 i 24 prowadzi do nieréwnosci:

2n 1 dl’ 2n 11
Yo —< [ —< >~
fem1 K n/JC P

Wyktad 9 - 62 - wtorek/sroda 23/24.03.2021



Jarostaw Wréblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

Yy

k-1
rys. 24
Poniewaz
Qndx 2n
/ =z =In(2n)—Inn=In2,
x
otrzymujemy nierownosci
2n 2n—1 1 1 2n 1 1 1 2n 1
— < In2 < —=—+4 ——— = —.
k:Xn:-}—lk ! kX;Lk n zn: ko 2n 2n+k=2n:+1k

Stad

In2 ! < % ! < In2
nz—— - nz.
2n k=n+1k

Poniewaz otrzymane wyzej oszacowania dolne i gérne dazg do tej samej granicy row-
nej In 2, otrzymujemy

2n 1
lim Y —=In2.
oo k=n-+1 k
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Dos¢ nieoczekiwana warto$¢ szukanej granicy ciggu catkowicie rozgrzesza nas z nie-
powodzenia przy probie skorzystania z twierdzenia o trzech ciggach po prostych elemen-
tarnych oszacowaniach — trudno bowiem oczekiwaé, ze proste elemnetarne rozwazania
doprowadza do granicy rownej In 2.

W powyzszym rozwigzaniu nie byto ciggu sum catkowych Riemanna. Natomiast wy-
korzystalismy interpretacje geometryczna catki oznaczonej do uzyskania na tyle precyzuj-
nych oszacowan, aby mozna bylo skorzystac¢ z twierdzenia o trzech ciagach. Wprawdzie
caly czas uzywaliSmy tej samej funkcji, ale dla kazdego n byt inny przedziat catkowania
— jednak wartos¢ calki oznaczonej byta za kazdym razem taka sama. Jest to wynikiem
prostoty przyktadu i pewnego zbiegu okolicznosci. Jednak w innych tego typu przykta-
dach takie podejscie moze by¢ niewygodne badz wrecz nieskuteczne. Mniej naturalne
w tym konkretnym przyktadzie, ale bardziej ogélne jeeeeeest ...

Podejscie 3 (najogdlniejsze, wykorzystujgce zbieznoscé ciggu sum Riemanna do calki
oznaczonej):

Przypomnimy wczesniejszy fragment wyktadu:

Wersja 4 (n-ty podzial jest podzialem na n réwnych przedzialéw,
y-ki sa prawymi konicami):
Zalozenia: Funkcja f:[a, b] — R jest catkowalna.
Przyjmujemy, ze n-ty podzial przedziatu [a, b] sktada sie z punktéw
b—a

Tpp=0a+k-

oraz ze s one jednoczes$nie y-kami wybranymi do obliczania wartosci funkcji f:
b—a
-
Wowecezas cigg odpowiednich sum catkowych Riemanna jest zbiezny do catki oznaczo-

nej:
Ji_{rolo( . <a—|—k )) /f (©)

Aby wykorzysta¢ rachunek catkowy do obliczenia granicy ciggu, ktérego wyrazami
sa coraz dhuzsze sumy, trzeba te granice wpasowaé do postaci lewej strony wzoru ().
Zwroémy uwage, ze po lewej stronie sa sumy, ktorych sktadniki nie zawieraja ani gote-
go n, ani golego k, a jedynie iloraz k/n. Ponadto sumowane sa wartosci jakiej$ funkeji
z argumentami skaczacymi o taka warto$é jak czynnik wystepujacy przez znakiem su-
my.

Ynjo =Tnp=0a+k-

Zobaczmy jak to dziata w rozwazanym przez nas przyktadzie:

2n n 1
lim > —=lim — = zmieniliémy numeracje sktadnikow
ki B TS Ntk

W ogélnym wzorze jest to (b—a)/n, ale czesto bywa po prostu 1/n.
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1 2 1
= nh_)rgo (ﬁ > - /n) = wyciagneliSmy przed sume czynnik 1/n
. I & k - - , . ..
=lim (=Y f{1+— )| = zapisaliSmy sktadniki jako wartosci funkeji f(z)=1/z
n n
dz iy
= / = skorzystalismy ze wzoru (Q)

=Inz =In2—Inl=In2. obliczylismy wartosé¢ catki

z=1
Na rysunku 25 na zielono zaznaczona jest figura o polu rownym n-temu wyrazowi
rozwazanego ciggu.
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Zanim przejdziemy do dalszych przyktadow, odnotujmy mozliwe warianty wzoru ze
strony 60:

Wersja 4 (n-ty podzial jest podzialem na n réwnych przedzialéw,
y-ki sa prawymi konicami):

Ciag odpowiednich sum catkowych Riemanna jest zbieZny do catki oznaczonej:
) b—a & < >
lim (2= f (W)

Pierwsza modyfikacja wynika z koniecznosci. Otéz dana w zadaniu suma moze nie mie¢
n sktadnikéw, a np. 2n, 5n czy 10n. Na te okolicznos¢ trzeba mie¢ wariant wzoru (&),
ktory odpowiada podziatowi przedzialu catkowania na inng niz n liczbe przedzialikow
réwnej dlugosci. Niech tych przedzialikéw bedzie Mn. Wowczas wzér (M) przybiera

postaé
,}Lfgo(b_ Aif( )) /f (#4)

Druga modyfikacja wynika z wygody. Suma moze mie¢ Mn sktadnikéw, ale moze
by¢ wygodniej numerowac je inaczej niz liczbami od 1 do Mn. Powiedzmy, ze sktadniki
wygodnie jest ponumerowaé liczbami od Pn+1 do (P4 M )n. Wtedy wzor (#) przybiera
postac

. ¢ (P+M)n a+c(P+M)

Zauwaz, ze we wzorze (Méé) czynnik przed znakiem sumy jest réwny przyrostowi
argumentu funkcji f w kolejnych sktadnikach, a przedzial catkowania odpowiada zakre-
sowi, jaki przebiegajg argumenty funkcji f w sktadnikach sumy.

Na przyktad we wzorze
??7?

to (35 9 (43) - [0

czynnik przed suma jest réwny 3/n i o tyle przyrastaja argumenty funkeji f w kolejnych
sktadnikach sumy. Skoro w sumie wskaznik k£ przebiega od z grubsza 2n do Tn, to tym
samym argumenty funkcji f przebiegaja od 20 do 35 i takie wtasnie powinny by¢ granice
catkowania.
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Przyktlad 51:

Obliczy¢ granice
2n

n
li
"I—’I&k ;H k% —2kn+2n?"
Rozwigzanie:
Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:
2n n 1 2n 1 1 2n k
D T T R D D Eig n f()
k=n-+1 nt+in  nogo n+1< ) —2-£492 M =gy \7
1
dzi =—.
gdzie /() x%—2x+2

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciagta, jej sumy Riemanna odpo-
wiadajace ciggowi podziatow przedziatu catkowania na przedzialy rownej dtugosci daza

do catki oznaczonej'
2

1
1 1 1 1
M 2 (3 /f / P s Tl e rw L o

1

1

=arctgt =arctgl —arctg0= %,

=0
gdzie po drodze wykonaliSmy podstawienie t =x—1, z formalnym wzorem dt =dx i prze-

ksztalceniem przedzialu catkowania x € [1, 2] na ¢ € [0, 1]. Otrzymujemy wiec

2n n

I T
nE%ok:Zn:H K2 —2kn+2n® 4

3

Przyktad 52:
Obliczy¢ granice (ciagu)
lim ( vn + v + Vi Vi
=\ (2n+1)-vn+1  (2n+2)-vn+2  (2n+3)-vn+3 (2n—|—4) \/n—|—4
+ Vi +oF v - v Vi )
(2n+k)-vn+k (4n—2)-v/3n—2  (4n—1)-v/3n—1 (4n) V3n

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:

2n \/ﬁ 1 _1‘271 ﬁ

,;1(2n+k)-\/n n kzl( 7) 1_1_%_71 kglf<1+n)’
1

(z+1)- vz
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Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciggta, jej sumy Riemanna odpowia-
dajace ciaggowi podzialow przedzialu catkowania na 2n przedziatéw rownej dtugosci 1/n
daza do calki oznaczonej:

3 3 V3 1
lim — = r=2-| ——dt=
L. kzlf< ) l/f(aj 1/9c+1 1/zt2+1
V3
=2-arctgt :2-arctg\/§—2-arctg1:Z-g—2-£:%,
t=1

gdzie po drodze wykonaliémy podstawienie ¢ =+/z, czyli x =12, z formalnym wzorem
dx =2t dt i przeksztatceniem przedziatu calkowania z € [1, 3] na t € [1, \/3}

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ciagu jest rowna 7 /6.

Przyklad 53:
Obliczy¢ granice (ciagu)

nli_)lgonp-(1+2\/§+3\/§+8+5\/3+...—i—k‘\/E—i-...+(5n—1)\/5n—1+5n\/5n)

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej parametru p, aby granica ta byta dodatnia i skon-
czona.

Rozwigzanie:
Przeksztalcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:

5n 1 5n 1 5n /E\3/? 1 5n 2
A e e N e ) <> :np+5/2..zf<> ,
n - \n

k=1 =1 =1 \1
gdzie f(z) =22

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciagta, jej sumy Riemanna odpowia-
dajace ciggowi podzialéow przedzialu catkowania na 5n przedziatéw réwnej dtugosci 1/n
daza do catki oznaczonej'

5
1 2
lim —- 3/2dx—f z°/?
Powyzsza wartoscé b@dme granicg rozwaZanego w zadaniu ciggu, o ile wyktadnik w wy-
razeniu nP°/2 bedzie réwny 0, czyli dla p= —5/2.

2
:5-55/%2-53/2:10-%.

Odpowiedz: Dla p= —5/2 dana w zadaniu granica ciggu jest réwna 10-+/5.
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