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Pola figur i caltka oznaczona.

Na poczatek pare stéw o tym, czym jest pole figury® na ptaszczyznie. Czym jest pole?
To pytanie sktada sie z dwoch czesci. Czesé pierwsza, to pytanie o to, kiedy mozemy
sensownie méwi¢ o polu figury. A pytanie drugie, to w przypadku figury, ktéra ma pole,
pytanie o wartos¢ liczbowsa tego pola.

Nie bede tu wprowadzat zadnej systematycznej teorii®, a jedynie przytocze wybrane
fragmenty takiej teorii, potrzebne do zrozumienia w zarysie, o co chodzi w definiowaniu
pola figur.

6

Jako punkt wyjscia sformutujmy nastepujace bezdyskusyjne warunki, jakich oczeku-
jemy od pol figur:
e Jezeli A C B, to pole figury A jest nie wigksze od pola figury B, czyli wigksza figura
ma wieksze pole, ewentualnie ich pola sg réwne.
e Umiemy wyliczy¢ pola figur wielokatnych%2. Figury te bedg szablonami o znanych po-
lach, do ktérych to szablonéw bedziemy poréwnywaé inne figury. Kazda figura wielokat-
na daje sie podzieli¢ na trojkaty®?, a pola trojkatéw umiemy obliczaé. Nic ztego by sie
nie stato, gdybysSmy ograniczyli sie do figur prostokatnych, czyli o strukturze opartej
na wielokatach o katach prostych®. Tak czy owak, powinniémy mieé¢ wystaczajace bo-
gactwo dostepnych szablonow, aby dowolnie doktadnie dopasowac si¢ nimi do dowolnego,
by¢ moze dos¢ kaprysnego, ksztattu mierzonej figury.

Jeden sposéb zmierzenia pola figury przy uzyciu dostepnych szablonéw® jest naste-
pujacy:
Rozwazamy szablony zawarte w danej figurze. Czymkolwiek by nie byto pole danej fi-
gury, musi by¢ ono wieksze badz réwne od pola dowolnego szablonu w niej zawartego,
a w konsekwencji od kresu gérnego zbioru poél wszystkich szablonéw zawartych w da-
nej figurze. A tak naprawde, to chcialoby sie powiedzie¢, ze 6w kres goérny po prostu
jest polem figury%, bo nie jesteSmy w stanie lepiej zmierzy¢ pola figury przymierzajac
od wewnatrz wszystkie mozliwe szablony.

Drugi sposéb zmierzenia pola figury jest analogiczny:
Rozwazamy szablony zawierajace dana figure. Pole danej figury musi by¢ mniejsze badz
rowne od pola dowolnego szablonu ja zawierajacego, a w konsekwencji od kresu dolnego

60Przez figure bede tu rozumiat kazdy ograniczony podzbiér plaszczyzny. Ograniczony, to znaczy
zawarty w pewnym kole. Lub w pewnym kwadracie, jak kto woli. A milos$nicy fantazyjnych definicji
moga sobie zdefiniowaé zbiér ograniczony jak taki, ktéry jest zawarty w pewnym siedemnastokacie
foremnym.

61Petna teoria pozwalajaca na wprowadzenie réznych wariantéw definicji pola i innych tego typu
funkcji przypisujacych liczby niektérym zbiorom, jest zwana teorig miary.

62Celowo unikam uzycia tu stowa ”wielokat”, bo chodzi mi o figury, ktére nie musza by¢ wielokatami
w $cistym sensie. Dopuszczam tu figury, ktore sg sumami kilku wielokatéw lub wielokatami z wielokatna
dziurg, a takze dopuszczam zbidér pusty. Przy wielokatach mozemy zastosowaé umowe, ze brzeg wielokata
takze jest czescig wielokata.

63Podzial figury na tréjkaty nazywamy triangulacja.

64Czyli o katach wewnetrznych 90° oraz 270°.

65Czyli w naszym przypadku figur o ksztalcie wielokatnym.

66W teorii miary liczbe te nazywamy miarg wewnetrzna figury.

Wyktad 7 - 31 - wtorek 16.03.2021



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

zbioru pol wszystkich szablonéow zawierajacych dang figure. Chciatoby sie powiedzied,
ze 6w kres dolny jest polem figury®”, bo nie jestesmy w stanie lepiej zmierzyé pola figury
przymierzajac od zewnatrz wszystkie mozliwe szablony.

Oczekujemy, ze miara wewnetrzna jest rowna mierze zewnetrznej i to jest wtasdnie
pole figury. Czesto tak wtasnie bywa, ale nie zawsze. Jesli w istocie miary te sg rowne,
to powiemy, ze figura jest mierzalna, a wspélna wartos¢ miar wewnetrznej i zewnetrznej
jest polem figury. Gdy jednak miary te sa rézne, to méwimy, ze figura jest niemierzalna
i w zwigzku z tym nie definiujemy jej pola.

Przykladem figury niemierzalnej®® jest tzw. kwadrat sito bedacy zbiorem

{(z,9): 2,y€[0,1]NQ},
czyli kwadrat jednostkowy, w ktérym uwzgledniamy tylko punkty o obu wspotrzednych
wymiernych. Miara wewnetrzna kwadratu sito jest rowna 0, a miara zewnetrzna jest
rowna 1.

Nas bedzie interesowaé sytuacja, gdy figura ma dobrze zdefiniowane pole, a ponadto
beda nas interesowac figury bardzo specjalnej postaci. Ale zanim przejdziemy do ogblnych
rozwazan, przyjrzyjmy sie bardzo konkretnemu przyktadowi.

Przyktad 41: yt
Obliczy¢ pole trojkata krzywoliniowego
ograniczonego odcinkami prostych o réw-
naniach y=0 1 x =1 oraz fragmentem
paraboli o réwnaniu y = 22, przedstawio-
nego na rysunku 1.

rys. 1

6TW teorii miary liczbe te nazywamy miara zewnetrzng figury.

68Caly czas méwie o tak zwanej mierze Jordana, a wiec kwadrat sito jest niemierzalny w sensie Jorda-
na. Jest on natomiast mierzalny w sensie Lebesgue’a — miara Lebesgue’a jest bardziej subtelna i mierzy
o wiele wiecej kaprzysnych zbioréw. Miara Lebesgue’a kwadratu sito jest réwna 0. Ale miara Lebesgue’a
rowniez nie jest idealna, bo mozna wykazaé istnienie zbioréw niemierzalnych w sensie Lebesgue’a. Osoby,
ktére w przysztosci zglebig teorie miary i poznaja definicje miary, przekonaja sie, ze miara Lebesgue’a
jest miara, a miara Jordana nie jest miara. A to dlatego, ze miara musi by¢ przeliczalnie addytywna,
a miara Jordana jest tylko skonczenie addytywna. Nie pytaj teraz o wiecej szczegdtdéw, moze kiedys sie
tego wszystkiego doktadnie nauczysz.
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Rozwigzanie:
Podzielmy przedziat [0, 1] na n réwnych przedziatéw i wybudujmy na kazdym przedziale
najwyzszy prostokat, jaki zmiesci sie w rozwazanym trojkacie krzywoliniowym. Powsta-
nie wowczas figura zlozona z prostokatow przedstawiona na rysunku 2.

A

Y

k=1 k n—3 n—2 n—1 17
n

rys. 2

Si=
3
Slw
AP
3o

Pole zielonej figury jest sumg pol prostokatéw®® ja tworzacych i wynosi

zn:(k_l)2= 1 kzi:l(/f—l)zz 1 .n.(n—l)-(2n—1):1_<1_l>.<2_%>/‘%.

- n? n3 n3 6 6 n

690dnotujmy, ze pierwszy prostokat ma zerowa wysokosé i degeneruje sie do odcinka.
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Analogicznie wybudujmy na kazdym przedziale podzialu najnizszy prostokat, jaki
pokryje odpowiedni fragment rozwazanego tréjkata krzywoliniowego. Powstata figura
jest przedstawiona na rysunku 3.

A

Y

rys. 3

Pole czerwonej figury jest suma pél prostokatéw ja tworzacych i wynosi

i/& 1 ik2:7113.n.(n+1).(2n+1>:1,(1+;>,<2+;>\;

=
k=11 N7 = 6 6

Poniewaz uzyskaliémy ciag figur zawartych w trojkacie krzywoliniowym, o polach
dazacych do 1/3 oraz ciag figur zawierajacych ten tréjkat, polach dazacych do 1/3,
wnioskujemy stad, ze pole rozwazanego trojkata krzywoliniowego jest réwne 1/3.
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Przejdzmy teraz do pojecia catki oznaczonej. Pojecie to ma dwa oblicza, ktore kiedys
tam sie spotykaja, ale poczatkowo ida zupetnie niezaleznie od siebie. Oblicze pierwsze,
ktorego skromny przedsmak poznalismy w ostatnim przyktadzie, to grzebanie si¢ w po-
dziatach przedziatu i polach figur ztozonych z prostokatow. Jest ono dosé techniczne,
wiec kontynuowanie tego watku odtozymy na pdzniej. Zajmiemy sie natomiast obliczem
drugim, ktore zwigzane jest z polami figur ptaskich.

Niezaleznie od tego, ktérym obliczem calki oznaczonej sie zajmujemy, powiedzie¢ sobie
trzeba najpierw, czymze ta catka w ogoble jest.

Niech f:[a, b]— R bedzie funkcja. Zalézmy, ze ciagta, chociaz z tej ciaglosci zrezygnu-
jemy w przysztoéci™. I do tego niech f bedzie funkcja o wartoéciach dodatnich, chociaz
z tego zalozenia zrezygnujemy jeszcze szybciej.

Interesuje nas pole obszaru™:

{(z,y): z€la, 0] A O<y< f(2)}
zamalowanego na zielono na rysunku 4.

A

Y

rys. 4

Figura ta zalezy od liczb a i b oraz funkcji f, wiec jakkolwiek chcieliby$my oznaczy¢
jej pole powierzchni, oznaczenie to musi zawiera¢ w sobie jakos wkomponowane te trzy
elementy. Przyjmujemy oznaczenie

b
| f(w)dz.

ktére z tajemniczych (na razie) powoddéw jest podobne do catki nieoznaczonej i w ogdle
nie wiedzie¢ czemu nazywa sie catkag. W oznaczeniu tym wystepuje takze zmienna z,

"ORym niezamierzony i niepotrzebny, ale nie bede si¢ gimnastykowat z takim uktadaniem tego zdania,
aby rymu nie bytlo.
"W skrécie méwi sie o obszarze pod wykresem funkcji f na przedziale [a, b].
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ktéra jest zmienng zwigzang 2, moze byé wiec zamieniona na prawie kazda inng literke
bez zmiany znaczenia calego wyrazenia. Na przyktad mozemy rownie dobrze napisac:

b
/ Ft)dt.
Zatozenie dodatniosci funkcji f jest potrzebne tylko po to, aby zrobi¢ tadniejszy ry-
sunek i mowi¢ o czystym polu geometrycznym. Ale jesli funkcja f bywa ujemna, jak
b
na przyktad na rysunku 5, to / f(z) dx oznaczaé bedzie algebraiczna sume pol:
a

e pole zamalowane na zielono, lezace pod wykresem™ funkcji i jednoczesnie nad osia OX,
uwzgledniamy normalnie,

e pole zamalowane na czerwono, lezace nad wykresem™ funkcji i jednoczeénie pod
osig OX, uwzgledniamy z przeciwnym znakiem.

Calka oznaczona jest wiec réwna polu zielonemu minus pole czerwone.

rys. 5

72Czym sg zmienne wolne i zmienne zwiazane, wyjaénia¢ tu nie bede, przyjmujac, ze jest to przed-
miotem Wstepu do Matematyki.

73Tam funkcja f jest dodatnia.

" Tam funkcja f jest ujemna.
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Pierwsza wtasnoscia catki oznaczonej, ktora chee tu przytoczy¢, jest rownosé

[ Fa)da= | f(a) o+ [ fa)da,

ktora zachodzi dla kazdego c€ (a, b). R6wnosé ta jest oczywista™, jedli spojrzymy uwaznie
na rysunek 6.

A

Y

rys. 6

"Tego, ze jak rozetniemy figure na dwa kawalki, to suma pél kawatkéw jest réwna polu calej figury,
tlumaczyé chyba nie trzeba.
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Ustalmy teraz lewy koniec przedziatu, niech to bedzie jak dotychczas a, natomiast
zmieniajmy’® koniec prawy, oznaczajac go literka t, co lepiej kojarzy sic z wielkoscig
zmienna. Oznaczmy dla krétkosci pole odpowiedniej figury (rys. 7), czyli catke oznaczona,
przez F'(t). W tej sposéb otrzymujemy jakas funkcje F'. POki co, nie za wiele o niej wiemy,
nie wiemy na przyktad czy jest ciagta.

Ale co tam cigglos¢. Wykazemy wiecej, a mianowicie udowodnimy, ze funkcja F' jest
rézniczkowalna’ . Malo tego, jej pochodna F" jest nie byle czym.

A

Y

rys. 7

"6W sensownym zakresie.
"TMam nadzieje, ze wszyscy pamietaja, iz funkcja rézniczkowalna jest ciggla, a wiec rézniczkowalnosé
jest warunkiem mocniejszym niz sama tylko ciaglosé.
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Z definicji pochodnej otrzymujemy™ (zobacz rys. 8):

t+h
B B I f(x)de
F(t) = }llin}) F(t+h)—F(t) _ }llin}) F(t+h)—F(t) _ }llin}) a2
yll
y=f(x)
f(t)
F(t) = /f(x) dz
t+h
F(t+h)= [ f(z)dz tth
a/ f(x) dx
) a t t+h z”
rys. 8

W liczniku ostatniego wyrazenia wystepuje catka, ktéra wyraza pole zamalowane na
rysunku 8 na czerwono. Jest to pole trapezu™ krzywoliniowego, ktéry z dobrym przybli-
zeniem jest prostokatem o boku poziomym dlugosci h i boku pionowym diugosci f(¢),
a wiec polu w przyblizeniu réwnym h- f(t), przy czym (z uwagi na ciagtosé¢ funkeji f)
przyblizenie to jest $wietne, jesli h bardzo bliskie 0.

W ten sposéb dochodzimy® do

F/(t) = Jim - = f(t),

€O oznacza, Ze ...

... funkcja F' jest funkcja pierwotna funkcji f.

Ale ktorg pierwotng? Bo przeciez funkcji pierwotnych jest duzo. Ano ta, dla ktorej
F(a) =0, albowiem przy t =a rozwazana przez nas figura degeneruje sie do pionowego
odcinka, ktérego pole jest réwne 0.

"8Rysunek i rachunki zrobione sg przy nieistotnym zalozeniu, ze h > 0. Przypadek h <0 wymagaltby
zobienia podobnego rysunku i przeprowadzenia analogicznych rachunkéw.

™ Trapez widzi kazdy, kto zapatrzy sie na dwa pionowe réwnolegle boki. Mozna tez zobaczyé prostokat,
tylko krzywo uciety na gorze.

80Dla precyzyjnego dowodu trzeba sie pobawi¢ definicja Cauchy’ego cigglosci funkeji f w punkcie ¢.
Zainteresowanych odsytam do podrecznika prof. Marcinkowskiej, strona 408 i kawalek nastepnej — Twier-
dzenie 6 wraz z dowodem.
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W przyktadzie 41 pracowicie®! wyliczylisémy, ze pole tréjkata krzywoliniowego (rys. 9)
ograniczonego osig OX, prosta o réwnaniu x =1 oraz parabolg o réwnaniu y = 22 jest

réwne 1/3.

rys. 9

81Liczac pola odpowiednich figur ztozonych z prostokatéw i przechodzac do granicy.
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To samo mozna osiagnaé wprowadzajac funkcje F' opisang na rysunku 10.
Funkcja F jest funkcja pierwotng funkcji okreslonej wzorem 22, a ponadto F(0) =0.
Skoro F'(z) =x?, to%?

3
F(x):/xQdm:%—i—C,

a skoro F'(0) =0, to C'=0, wobec czego
3

x
F(x)=—.
(0)="
W konsekwencji pole trojkata krzywoliniowego z rysunku 9 jest rowne F(1)=1/3.
A
Y
0

rys. 10

82Pozwalamy sobie na pewng drobna niecistoéé stawiajac znak réwnosci miedzy calka nieoznaczona
(czyli zbiorem wszystkich funkcji pierwotnych zapisywanym jako ogélna postaé funkcji pierwotnej),
a funkcja F, ktéra jest jedna szczegdlng funkcja pierwotna.
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Wiemy juz, ze dla funkcji ciaglej f: [a, b] — R funkcja F' okreslona wzorem

F(t):/tf(x) dx

jest taka funkcja pierwotna funkcji f, ze F'(a)=0. Jesli ktos chce zwracaé¢ uwage na for-
malne detale, to dodaé¢ nalezy, ze F jest okreslona na przedziale [a, b, a jej pochodna

w punktach a i b zastepujg odpowiednie pochodne jednostronne®?.

b
To prowadzi do nastepujacej procedury obliczania catki oznaczonej / f(z)dz :

1° Oblicz catke nieoznaczona / f(z)dx.
2° Dobierz tak stalg catkowania, aby otrzymac¢ taka funkcje pierwotna funkcji f, niech

ta funkcja pierwotna nazywa sie F', ze F'(a)=0.
b

3° Oblicz F(b). To jest wlasnie szukana catka /f(x) dx.

Przyktad 42:
2

Obliczy¢ / 22 dx .
1
Rozwigzanie:

Stosujac opisang wyzej procedure, postepujemy nastepujaco:

1° Obliczamy catke nieoznaczona /x2 dr = % +C.

3
1
2° Dobieramy stata catkowania C'=—1/3. W konsekwencji F'(z) = % — 3 oraz F(1)=0.

7
3° Obliczamy F(2) = 3 Wobec tego

I/Qxde—;

Uftf... Wyszto, chociaz moze najwygodniejsze te rachunki nie byty. Pierwsza refleksja
jest taka, ze gdyby$my inaczej wybrali statg catkowania, nie wptyneto by to na wartosé
réznicy F'(b) — F(a), czyli przyrostu funkcji F' na przedziale [a, b]. To prowadzi do nieco
prostszej procedury:

b

Nieco uproszczona procedura obliczania calki oznaczonej / f(x)dx :
1° Oblicz catke nieoznaczona / f(z)dx.
2° Dobierz jakkolwiek stalg catkowania, aby otrzymac¢ jakakolwiek funkcje pierwotna

funkcji f, niech ta funkcja pierwotna nazywa si¢ F'.
b

3° Oblicz F(b)— F(a). To jest wtasnie szukana catka /f(x) dx .

83Na ogot funkcja f jest okreslona na przedziale wigkszym niz [a, b] i w konsekwencji funkcja F' ma
w punktach a i b catkowicie legalng obustronng pochodna, nie tylko jednostronna namiastke pochodne;j.
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W naszym przyktadzie:

1° Obliczamy catke nieoznaczona / z? dx = 9;3 +C.
2° Dobieramy stalg catkowania C'=0, bo tak jest najprosciej. W konsekwencji F'(x)= f
3° Obliczamy F(2)—F(1)= ;

Odrobing prosciej, ale zapis dos¢ niewygodny. A oto jak te rachunki bedziemy zapi-
sywaé¢ w przysztodci.

Ogodlnie:
b b
[f@)de=F(z)|  =F()-F(a)
W naszym przyktadzie:
2
jm_f‘ 8 1.7
3 3 3 3
1 x=1

Pionowa kreska po wyrazeniu oznacza, ze nie interesuje nas to wyrazenie, ale jego
przyrost w podanych granicach. Zwro¢ uwage, ze w powyzszych wzorach mamy rownosci
miedzy liczbami.

b
Terminologia: W calce oznaczonej / f(z) dz funkcje f nazywamy funkcja podcal-

kowa, a przedzial [a, b] przedziatem catkowania. Liczby a i b nazywamy granicami cal-
kowania, odpowiednio dolng i gérna.

Z wtasnosci catki nieoznaczonej oraz z wezesniejszych rozwazan wynikajg nastepujace

WZOr'y:
b

[ £@) dx:/cf(:c) do+ [ f(x)da

a

[ 1@ (@) de= [ f(z) du [ g(x) da

a

b b
/r-f(x)dx:r-/f(x)dx

Jezeli a < b oraz dla kazdego x € [a, b] zachodzi nieréwnos¢ f(z) < g(zx), to:

/b f(2)de < / g(x) d
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