Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

Sprowadzanie catek do catek z funkcji wymiernych.
Ponizej R(z,y) oznacza funkcje wymierng dwoch zmiennych?2.

Przyktad 29:
Sprowadzi¢ catke

/R(x, \/M) dx

do catki z funkcji wymiernej.
Rozwigzanie:
Wykonujac podstawienie t = v/z +a, czyli®® x = t*> — a i formalnie dz = 2t dt, otrzymujemy

/R Vr+a dx—/R tz—a t) 2t dt .

Zauwazmy, ze jesli R jest wielomianem, to dang catke sprowadzilismy do catki z wie-
lomianu.

Przyktad 30:
Sprowadzi¢ catke

/R(az, m) dx

do catki z funkcji wymiernej.
Rozwigzanie:
Wykonujac podstawienie t = ¥/x+a, czyli® =t"—a i formalnie dr =nt""! dt, otrzy-
mujemy
/R Vata dx—/R "_a,t) -t dt
Zauwazmy, ze jesli R jest wielomianem, to dana catke sprowadziliémy do catki z wie-

lomianu.

Przyklad 31:
Sprowadzi¢ catke

R(x, 7\l/a+ b+ \k/c—kx) dx

do catki z funkcji wymiernej.
Rozwigzanie:

Wykonujac podstawienie ¢ = 7{/ a+ b+ ¥c+z, czyli®® kolejno
Vo+Vetr=t"—a,
Veto=@1t"—a)" b,
r=(({t"—a)"—b)" -

52(Czyli iloraz dwéch wielomianéw dwéch zmiennych. W razie potrzeby R(x) bedzie funkcja wymierng
jednej zmienne;j.

53Przy dodatkowym zalozeniu t > 0.

54W przypadku parzystego n powinniémy tu dodaé¢ dodatkowe zaltozenie ¢ > 0.

55Tym razem pomine formulowanie dodatkowego zalozenia o t, gdyz wymagaloby to grzebania sie
w parzystosciach n, m, k i wynikajacych z tego nieréwnosciach.
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i formalnie

de =W (t)dt,

gdzie W (t) jest wielomianem bedacym pochodna wielomianu ((t" —a)™ — b)k — ¢, otrzy-
mujemy

/R(x, ’\‘/a+ Wb+ {f/ch) dx:/R(((t"—a)m—b)k—c, t)-W(t)dt.

Zauwazmy, ze jesli R jest wielomianem, to dang catke sprowadzilismy do catki z wie-
lomianu.

Przyklad 32:
Sprowadzié¢ catke

/R(x, \/(x—a)-(ac—b)) dx ,

gdzie a # b, do calki z funkcji wymierne;j.
Rozwigzanie:

Whrew pozorom podstawienie za \/ (x—a)-(z—b) nowej zmiennej nie przyniesie niczego
dobrego. Problemem jest wielomian kwadratowy wystepujacy pod pierwiastkiem. Oka-
zuje sie jednak, ze mozna za nowg zmienng podstawié iloraz funkcji liniowych pod pier-
wiastkiem. Otrzymujemy wéwczas kolejno®®

R Ca
x—0b’
r—a

t2
T—b’

o zbi(b-a)

xr—b ’

i formalnie®”

56Znowu przyjmujac zatozenie t > 0.
577Znak "7 rekompensujemy zmiang kolejnoéci "a

M”73

”H” w odejmowaniu.
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Pozostaje zauwazy¢, ze

(r—a) (¢r=a)
Ve—a)-(e=b) = o=l || oy =sen(@=b) (=) \ L=

gdzie sgn(x—b) jest po prostu stala +1, przyjmujaca warto$¢ —1 dla x <b oraz war-
tos¢ 1 dla x> b.

W konsekwencji

/R(:c, J@—a)-( ) /R( —+b, sgn<b2__i>.tbz__ci.t>.2'(53__117))2'%5.

Przyklad 33:
/R(x, v x—a) dx
V z—b

Sprowadzié¢ catke

gdzie a # b, do calki z funkcji wymierne;j.
Rozwigzanie:

wykonujac podstawienie

otrzymujemy kolejno

+b==x

tn—1
i formalnie®®

. —b)- n—1
P Gl MLy
(e —1)

Wobec tego

/R< \/ﬂ) dm—/R(ti__al—kb,t).”'((‘;;_b)l';;_l dt .

587nak "7 rekompensujemy zmiana kolejnoéci “a” i ”b” w odejmowaniu.

Wyktad 5 - 25 - wtorek 9.03.2021



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

Przyklad 34:
Sprowadzi¢ catke

/R(ex) dx

do catki z funkcji wymiernej.

Rozwigzanie:
dt
Podstawiajac t = e®, czyli®® x =Int i formalnie dx = n otrzymujemy

/R(ex) dx:/RzEt)dt.

%A tutaj nie musze wyraznie zakladaé t >0, gdyz zalozenie to jest ukryte w dziedzinie logarytmu.
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