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Catkowanie funkcji wymiernych.

Funkcja wymierng nazywamy funkcje bedaca ilorazem dwéch wielomianéw??.
Mozliwos¢é catkowania funkcji wymiernych wynika z nastepujacych dwoch faktow:
e Kazdg funkcje wymierng potrafimy?® wyrazi¢ w postaci sumy wielomianu oraz specjal-
nych funkcji wymiernych zwanych utamkami prostymi.
e Potrafimy scatkowaé kazdy utamek prosty.

Utlamkami prostymi nazywamy funkcje wymierne nastepujacych postaci:
A Az +B
(x4a)™’ (22 4+azx+b)"’
gdzie a, b, A, B sa liczbami rzeczywistymi, n jest liczba catkowitag dodatniag, a tréjmian
kwadratowy 2+ ax +b nie ma pierwiastkéw rzeczywistych!.

Najpierw nauczmy sie catkowaé¢ utamki proste.

Dla utamkéw prostych, ktérych mianownik jest potega dwumianu liniowego, wzory
sg nam juz dobrze znane:

dx dx 1
—1 C / __ C dlan>2.

W przypadku, gdy mianownik utamka prostego jest potega dwumianu kwadratowego
2% +1, mozliwe sa nastepujace cztery sytuacje®?:

(1) /ajjil:arctgx+0,

. JECENEI

(3) /(;ﬁ)n =— 2_(n_1)_1($2+1)n1 O dlan>2,
(4) / (x;lfn" 77777 dlan>2,

Przypadek (4) jest najbardziej ktopotliwy i zajmiemy sie nim za chwile.

Wezesniej jednak odnotujmy, ze catke z utamka prostego o mianowniku bedacym po-
tega nierozktadalnego tréjmianu kwadratowego mozemy odpowiednimi podstawieniami
sprowadzi¢ do calki, ktéra w mianowniku ma potege dwumianu kwadratowego x4 1.

390czywidcie mianownik nie moze byé wielomianem tozsamosciowo réwnym zeru.

4OTeoretycznie potafimy, natomiast w praktyce moze to byé trudne. Problem polega na tym, ze zakla-
damy mozliwo$é znalezienia pierwiastkow dowolnego wielomianu, czego w ogdlnosci nie daje si¢ zrobié
przy uzyciu czterech dziatan i pierwiastkowania. Uznajemy jednak, ze rozwiazywanie réwnan wielomia-
nowych jest problemem znacznie mniejszego kalibru niz calkowanie. W konsekwencji catka z funkcji
wymiernej moze by¢ wyrazona jakim$ wzorem, w ktérym maja prawo wystepowaé dowolne liczby rze-
czywiste, nie tylko takie, ktore umiemy zapisaé tadnym wzorkiem.

41Czyli nie rozklada sie na iloczyn wielomianéw liniowych.

42Przypadki (2) i (8) wyliczamy dzigki podstawieniu t =22 +1.
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Przyklad 23:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/ dx
(a2+1)%
Rozwigzanie:

Gléwna sztuczka opiera sie na dosy¢ nieoczekiwanym®*® catkowaniu przez czeéci w calce
2

/(xf—i-l)de.

W tym celu wyciggniemy z licznika czynnik x, ktory bedziemy rozniczkowaé, a drugi
czynnik z wraz z mianownikiem bedziemy calkowaé¢*. Otrzymujemy:
2

T T -1 —1
d:/- de—1. —/1-7d:
/(m2—|—1)2 S TN IR W 2 (x2+1) "

+C'.

T n 1 / 1 d x n arctg r
- — . —dr = —
2-(22+1) 2 J 2241 2-(x2+1) 2
Druga, mniej zaskakujgca®® sztuczka, polega na zapisaniu licznika 1 w wyjsciowej

calce w postaci (z?+1) —2% w celu rozbicia obliczanej calki na dwie calki. Skladajac
to wszystko razem otrzymujemy:

2

dz (2241) —2? 22 .
/<w2+1>2:/ (;11)2 dx:/w&d”‘/wdﬁ

1 x? x arctg x
— d —/761 —arctgz — [ — C=
/x2+1 x (x2+1)2 r =arctgw < 2‘(x2+1)+ 5 >+

T arctgx
= C.
2-(3:2+1)+ 2 *

Przyktad 24:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/ dx
(a24+1)*
Rozwigzanie:

Przeprowadzimy obliczenia identyczng metoda jak w przyktadzie poprzednim oraz wy-
korzystamy uzyskana w poprzednim przyktadzie catke:
dx x arctg x
= + +C.
/(372—1—1)2 2-(22+41) 2

43Nieoczekiwanym, jesli ktoé czegosé takiego wezesniej nie widzial.

#Gotowy wynik catkowania tego czynnika mamy we wzorze (3) na poprzedniej stronie.

45Ale tez nieoczywista, jedli kto§ nie jest przyzwyczajony do tego typu manipulacji wyrazeniami
algebraicznymi.
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Otrzymujemy:
dx (2241) — r?+1 x
[wp=] o= [ e [ e
(22 +1)° (x2+1 (z2+1)° (x2+1)
:/72&1:—/1’-7:6 3 dr=
(22+1) (22 +1)
1 -1 -1
:/ﬁdm‘— (x-Q—/l-de> =
(x2+1) 4-(22+41) 4-(22+41)

1 1 1
:/ 5 dx + ’ 5 — " 5 dr = x 2+3-/2dx:
(x241) 4-(224+1)" 4 J (2241) 4-(2241)" 4 J (2241)

B x +§ x _I_arctg:c Lo
C4e(22+1)% 4 \2-(a2+1) 2 B

B T n 3-x +3-arctgx+c
C4-(22+1)F 8- (22+1) 8 '

W analogiczny sposob mozemy sprowadzi¢ problem obliczenia catki
/ dx
(@ +1)"

dz
e

do calki

A teraz zobaczmy na przyktadzie, jak mozna odpowiednimi podstawieniami sprowa-
dzi¢ przypadek funkcji wymiernej z potega ogblnego trojmianu kwadratowego w mia-
nowniku do calki ze standardowym dwumianem 2+ 1.

Przyktad 25:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/ r+1
——dx
x?46x+14
Rozwigzanie:

Najpierw przeksztalémy trojmian kwadratowy do postaci: kwadrat dwumianu liniowego
plus stata. Otrzymujemy:

r+1 r+1
[ g,
r24+6x+14 (x+3)2+5
Teraz podstawmy otrzymany dwumian liniowy za nowg zmienng, czyli y=x+3 lub
rownowaznie x =y — 3 i formalnie dx = dy:

/x+1 da::/y_2 dy
(x+3)2+5 v +5 7
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Nastepnie wykonajmy przeksztatcenia algebraiczne przygotowujace catke do kolejnego
podstawienia majacego na celu zréwnanie w mianowniku wspélezynnika przy 42 z wy-

razem wolnym:
[t
Yy +5 ay = v @
5

Podstawmy za nowa zmienng wyrazenie w nawiasie w mianowniku:
)
t=-"_ =v5-t, dy=+/5dt,
NG ) Y
1 5-t—2
/ (e dy = / i dt:~/\/_2dt:
5. (7 5-t +5 Vo S 2+l

V5

In(t24+1) 2
n(#+ )——-arctgt+0.

= —dt——-/ dt =
/t2+1 NGRVRZES 2 NG

Teraz wystarczy przeksztatci¢ wynik do wyjsciowej zmiennej:

In(2+1) 2 ln(ﬁ—i-l) 2 Y
—— — —arctgt+C=—3—""2_ " .arctg—=+C =
2 T 2 VB R
In (L?)Q +1) 2 x+3 In (7”62%”“4) 2 x+3
=5 - —arctg——+C=——-2—2— " .arctg—~=+C=
2 N 2 N
In(z?>+6x+14) Inb 2 . m+3+c
= ——— — ——.arctg —= =
2 2 V5 TR
| 246 14 2 3
_ n (x4 6x+14) -arctgx—i_ Lo

V5

46

2 V5

> zostaje wchlonieta przez staly catkowania

gdyz stata 15
Przyktad powyzszy jest na tyle ogolny, ze wiadomo juz jak poradzi¢ sobie z dowolna
potega dowolnego nierozktadalnego trojmianu kwadratowego w mianowniku.

Dla zakonczenia opisu metody catkowania funkcji wymiernych trzeba wyjasnié¢ jak
rozktada¢ funkcje wymierne na sume utamkow prostych.
Podstawowe kroki tej procedury sa nastepujace:
e Majac dang funkcje wymierng .5 wylaczamy z niej czes¢ wielomianowa. W tym
celu dzielimy wielomian W (z) przez wielomian P(x) z reszta: W (z) = Q(x)- P(x)+ R(x),
gdzie R(x) ma mniejszy stopien niz P(z). Wowczas
W) _Qu)-PW+RE) 0
P(z) P(x) B

R(x)
P(x)

e Rozkladamy mianownik P(x) na iloczyn poteg wielomianéw nierozktadalnych nad R,
czyli liniowych oraz kwadratowych bez pierwiastkow rzeczywistych.

46Dlatego do statej catkowania dopisujemy indeks, zeby uwzglednié to, ze sie zmienila przy wchlanianiu
: In5
sktadnika ~5>.
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e Dla kazego czynnika V(x)™ tego rozktadu uwzgledniamy w rozktadzie n utamkéw pro-
stych z mianownikami V (x)* dla k=1,2,...,n.

e Wymnazamy stronami” przez wspélny mianownik. Otrzymujemy réwnosé wielomia-
néw, przyréwnujemy wspotczynniki po obu jej stronach i rozwiazujemy otrzymany w ten
sposob uktad rownan liniowych w celu wyliczenia szukanych wspotczynnikow.

Przyklad 26:

Wypisa¢ postaé¢ rozktadu na utamki proste funkeji wymierne;j
W (z)
(z+1)-(z+7)5 (22432 +37)°- (22— Tz +73)"

gdzie W (z) jest wielomianem stopnia mniejszego od 18.

Rozwigzanie:
Nalezy uwzgledni¢ utamki proste z nastepujacymi mianownikami:
e r+1,
o (x+7)F dla k=1,2,3,4,5,
o (12+3z+37)" dla k=1,2,
o (12— Tz+73)" dla k=1,2,3,4.

Trzeba pamietac, ze w przypadku mianownika bedacego potega funkeji liniowej licznik
jest stalg, a w przypadku mianownika bedacego potega funkcji kwadratowej licznik jest
funkcja liniows.

W konsekwencji szukaliby$my przedstawienia w postaci®®:
W(z) B
(z+1)-(x47)5 (22 +32+37)° (22— Tz +73)"

A
- a:+1+
B D FE F G
M A P VI e R PR R
Hx+1 Jr+ K
MR T v
N Lx+M N Nz + P Qr+R n Sx+T
(x2—7x+73)4 (:v2—7.r+73)3 (x2—7a:+73)2 x2—Tr+73"

To konczy rozwiazanie zadania. Gdybys$my chcieli znalez¢ rozktad, nalezatoby powyz-
szg réwnos¢ przemnozy¢ stronami przez wspolny mianownik, powymnazaé, a nastepnie
ulozy¢ i rozwigzaé uktad 18 réwnain?® liniowych z 18 niewiadomymi.

4TWymnazamy réwnanie (funkcja wymierna)=(postaé rozkladu).

48Omijam literke C, bo w calkach nieoznaczonych wystepuje jako stata calkowania, a takze literke O
bardzo podobna do zera.

49Réwnania powstalyby z poréwnania wspélezynnikéw przy «* dla k=0,1,2,...,17.
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Przyklad 27:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

2
/mda:

rt+a?
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
2z+3  2x+3  Ax+B D F
e (22+1)-22 2241 22z
20+3=(Ax+B)-2*+D- (2’ +1) + E- (2*+1) -z,

20 +3=Ax*+ B’ + D>+ D+ Ex*+ Ex,

9

0 = A+E
0 = B+D
2 = F
3 = D,

skad A=—-21 B=-3. W konsekwencji

2r+3 —2x 3 3 2 9 3
/Mdx:/x2+1—x2+1+x2+xdac:—1n (m +1)—3arctgac—;+21n|x|+0.

Przyklad 28:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

2r+3
/x-(x—i—l)-(a:—i—Q)-(w—l—S)

dr .

Rozwigzanie:
Sposdb I (normalny):
Rozktadamy funkcje podcatkowa na utamki proste:
2243 A B D E
:——f— + + ,
r-(x+1)-(x+2)-(z4+3) 2z z+1 242 z+3
2043 = A-(z+1)-(z+2)-(z+3) + B-z-(z+2)-(z+3) + (%)
+ D-z-(x+1)-(x+3) + E-x-(z+1)-(z+2).

W czasie, gdy mitosnicy rachunkow sa zajeci wymnazaniem wielomianu po prawej stronie
réwnania (*), uktadaniem ukladu czterech réwnan liniowych z czterema niewiadomymi
i rozwigzywaniem go, podstawimy® do réwnoéci (*) kolejno® x =0, —1, —2, —3. Otrzy-
mujemy:

dla =0 3=06A, skad A=1/2,

dla z=-1 1=-2B, skad B=-1/2,
dla z=-2 —1=2D, skad D=-1/2,
dla z=-3 —3=—6FE, skad E=1/2.

%0Taka metoda jest o wiele szybsza, zwlaszcza przy wysokim stopniu mianownika, jednak mozna ja
wydajnie zastosowaé tylko w przypadku mianownika bedacego iloczynem réznych czynnikéw liniowych.
51To sa wartoéci z, przy ktérych czynniki liniowe sie zeruja.

Wyktad 4 - 21 - Sroda/wtorek 3/9.03.2021



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

To pozwala dokonczy¢ obliczanie danej w zadaniu catki:

20+3 1 1 1
/ r=—-[—— — + dr =
z-(z+1)-(z+2)-(z+3) 2z x+1 z+2 z+43

(In|z|—In|z+1|—In|z+2|+n|z+3|)+C.

l\D\»—t

Sposob II (trikowy):
Przepisujemy dang catke w postaci

2043 B 2043 o
/w-<x+1)-<x+2)-<x+3) dx_/(:U-(.ﬂ:—i—B))-((x—{—l)-(x—{—Q)) I
_/ 20+3 d
) (22 432) - (22432 +2) s

a nastepnie podstawiamy ¢ = 2%+ 3z i formalnie dt = 237+3) dz. Otrzymujemy

2x+43
/(x2+3x)-(:v2+31:+2 /t (t+2)
Rozktad na utamki proste prowadzi do
1 12 12

t-(t+2) ot t+2°
co pozwala dokonczy¢ obliczenia:

i 1 1 1 1
[ gt (nft|-In|t+2))+C =
L/t@+2) 2 /t 2 W= (mftf=ne2)+

:;- <ln ‘:1:2+3x‘ —In ’x2+3x+2D+C.
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