Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21
Calkowanie przez podstawienie.

Zadanie 19 z listy 1 mozna przepisa¢ w postaci:

[ R hal@))- foa) de = fi(falx) +C,

a jesli ktos woli uniknaé¢ indeksow zmniejszajacych czytelnosé wzoru, to po odpowiedniej
zmianie oznaczen mozemy napisac:

[ 1a@))-g'(@) de = flg(@))+C

Zanim przyjrzymy sie przyktadom zastosowania powyzszego wzoru??, przepiszmy go
przy nieco zmienionych oznaczeniach tak, aby czynniki funkcji podcatkowej byty ozna-
czone pojedynczymi literkami:

[f(g(@))-¢'(z) do=F(g(z))+C,

gdzie I jest funkcjg pierwotng funkcji f. Innymi stowy, jesli mamy obliczy¢ catke nie-
oznaczong ze ztozenia dwoch funkeji mnozonego przez pochodng funkcji wewnetrznej,
to mozemy to zagadnienie sprowadzi¢ do znalezienia funkcji pierwotnej funkcji zewnetrz-
nej.

Podstawowa? procedura jest wiec taka. Mamy do obliczenia catke nieoznaczong. Uda-
je nam sie zapisaé¢ funkcje podcatkowa w postaci wyrazenia zaleznego od ¢g(z) mnozonego
przez ¢'(z):

[ #(g(@)-o (@) da.

No to teraz cala rzecz sprowadza sie do znalezienia funkcji pierwotnej funkcji f, czyli
do obliczenia catki nieoznaczonej*”

/f(t) dt .

Oczywiscie nie bedziemy na co dzien zamieszczaé takiego opisu stownego jak powy-
zej. Po prostu dokonamy formalnego zabiegu zmiany zmiennej catkowania3! oznajmiajac,
ze stosujemy podstawienie t = g(x) i dokonujac odpowiedniej transformacji funkcji pod-
catkowej, a takze formalnej zamiany wyrazenia ¢'(x) dr na dt. Pamietajmy, ze réwnosé

g (x)de=dt

ma charakter czysto formalny i nie bedziemy jej nadawaé¢ osobnego sensu.

27To jest wlaénie esencja tytulowego catkowania przez podstawienie, chociaz bedziemy go takze uzywacé
w nieco innych konfiguracjach.

28W tej chwili moze sie to wydawaé dosé karkotomne, bo sugeruje, ze bedzie trzeba zapisywaé funkcje
podcalkowa w takiej bardzo specyficznej postaci. Jak pdzniej zobaczymy, nie jest tak zle, bo wprowa-
dzimy reguly rachunkowe, ktére bardzo uproszcza cala procedure.

29Moze niezbyt wygodna w bardziej skomplikowanych przykladach, ale wystarczajaca na etapie za-
znajamiana si¢ z metoda catkowania przez podstawienie.

30Celowo zmienng oznaczylem inng literka.

310 calkowaniu przez podstawienie méwi sie takze jak o zmianie zmiennej catkowania.
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Caly rachunek bedzie wygladal nastepujaco:

[ flg(z))-g'(x) du= [ f(t)dt=F(t)+C = F(g(z))+C,

musimy bowiem pamietac, aby na koncu przepisa¢ wynik w jezyku zmiennej, ktora wy-
stepowala w wyjsciowej catce. Odnotujmy tez, Ze przy zmianie zmiennej*? mozemy sto-
sowa¢ nie tylko zaleznos¢ t = g(z), ale takze zalezno$¢ x =g~ (t), gdzie g~' jest funkcja
odwrotna do g.

Popatrzmy teraz na proste przyktady.

Przyktad 20:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

2
/ x-e* dr.
Rozwigzanie:

Poniewaz dominujacym elementem funkcji podcatkowej jest czynnik e, sprobujemy??
wykonaé podstawienie ¢ = 2.
Podstawienie t =22 wigze sie z formalnym wzorem dt = 2x dx, ktéry wykorzystamy
do przeksztaltcenia caltki do nowej zmiennej. Caly rachunek bedzie wygladal nastepujaco:
2

5 1 1 el e”
el — — . x-2 f— —-t —_ — _ — .
/a:e dx /26 T dx /2edt 2—|—C 2—1—0

Przyklad 21:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/ T dx .
x?2+1
Rozwigzanie:

Wykonamy podstawienie®* ¢ =z2+1, ktore wiaze sie z formalnym wzorem dt = 2z dx.
Otrzymujemy?°:

ln|t| In(z?+1)
rdr= [~ _ ATy,
/x2+1 /2 gy A / tdt +c ;¢

32Zaréwno przy wykonywaniu podstawienia w calce, jak i przy przeksztalcaniu kohcowego wyniku
do wyjsciowej zmiennej.

33T0 jest tez szczegdlny przyklad ogdlnej wskazéwki dotyczacej wyboru podstawienia: jezeli w argu-
mencie funkcji wykltadniczej lub trygonometrycznej wystepuje jakie$ wyrazenie, to sprobowaé podstawic
je za nowa zmienng.

34Postawienie t = z2 byloby réwniez skuteczne.

35Zauwaz, ze pomijamy modul w argumencie logarytmu w momencie, gdzy widaé, ze argument ten
jest oczywiscie dodatni.
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Przyklad 22:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/x-\/x——i-ldx.

Rozwigzanie:

To jest powtérzony przyktad 15 z wykladu 2 (strona 9). Wowcezas zastosowaliSmy catko-
wanie przez czesci, ale mozna tu réwnie dobrze wykona¢ podstawienie.

Jakie podstawienie? Ot6z majac funkcje podcatkowa w postaci wielomianu zanieczysz-
czonego jakim$ pierwiastkiem, mozemy prébowaé podstawi¢ ten pierwiastek za nowa
zmienng>".

Stosujac dotychczas poznane procedury, przymierzamy si¢ do wykonania podstawie-
nia t =+/x+1, czyli formalnie dt = 2.\‘/1‘;?. To sie daje zrobi¢ (sprobuj !I!), ale jest dosé
niewygodne, bo trzeba by wydtubac z funkcji podcatkowej czynnik ﬁ, aby go doklei¢

do dx, a reszte funkcji podcatkowej wyrazi¢ w zaleznosci od v/x + 1.
Mozna uprosci¢ rachunki zauwazajac, ze podstawienie

[ flg(x))-g'(x) dz = [ f(t)dt

oparte na formalnej zaleznosci dt = ¢’'(z) dr mozna réwnie dobrze wykonaé wychodzac
od wyrazenia starej zmiennej przez nowa x =g '(t), ktére prowadzi do formalnej za-
leznosci dr = (¢~ (t) dt. W konsekwencji ogdlny schemat®” takiego podstawienia ma
postac

[f@)de=[f(g7\(®)- (97} (t) dt

Wracajac do rozwazanego przyktadu, to zaleznosé¢ t =+/x+1 jest rownowazna®® za-
leznodci & =t%—1, ktéra daje formalng zaleznoéé dx =2tdt. W konsekwencji mozemy
przeprowadzi¢ obliczenie danej catki nastepujaco:

2.5 2.
/a:~\/m+1dx:/(t2—1)~t'2tdt:2'/t4—t2dt:T—T—FC:

_ 2-(x45r1)5/2 _2-(x§1)3/2+c_

36Na razie nie bede wyjasnial, kiedy takie podstawienie daje pewnoéé powodzenia, a kiedy jedynie
mglista szanse.

3TLiterka f oznacza w tym wzorze inng funkcje niz we wzorze powyzej. Tutaj f jest cala funkcja
podcatkowa, podczas gdy poprzednio jedynie wystepowala w funkcji podcatkowej. Nie chce jednak
sigga¢ tu do kolejnych liter alfabetu.

38Przy dodatkowym warunku ¢>0. Czesto jednak obliczanie calek nieoznaczonych sprowadza sie
do bezrefleksyjnego mielenia wzorkami i nie zwraca sie wéwczas uwagi na zalozenia o zakresie wartosci
poszczegdlnych zmiennych.
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A w przyktadzie 15 wyszto nam
2-(x+1)%2  4-(z+1)5/2
I' J—
3 15

+C.
To ktory wynik jest poprawny?

Uwaga: Zwiazek miedzy starg i nowa zmienng w podstawieniu moze mie¢ tez postaé
obustronnie uwiktana:

g(x) =h(t).
Wowezas mozna zastosowac¢ formalny wzor

g (x)dx="n'(t)dt.
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