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Catkowanie przez czesci.

Zadanie 18 z listy 1 mozna przepisaé w postaci:

[ (@) fala)+ (@) fo(2) da = fi(a) - fal)+C

a jesli ktos woli unlkn@c indeksoéw zmniejszajacych czytelnos¢ wzoru, to po odpowiedniej
zmianie oznaczen mozemy napisac:

[ 1@)-9@)+ @) (@) do = f(2)-g()+C

lub po rozbiciu sumy na dwie catki:

/f/(x d:c+/f ) de = f(z)-g(z)+C.

Przeniesienie jednej z tych calek na drugag strone prowadzi do wzoru'”

[1'@)-g(@)do= f(@)-g(@)~ [ f(a)-

7, ostatniego wzoru wynika, ze problem obliczenia catki meoznaczonej

[ 1@)-g(@)do

mozemy zastapi¢ problemem obliczenia calki nieoznaczonej

[1@)-g(@)do.

Czyli zamiast oblicza¢ catke z iloczynu, mozemy probowacé obliczy¢ catke z nieco innego
iloczynu. Pozornie wydaje si¢, ze taka zamiana nie przynosi wielkich korzysci. Sa jed-
nak sytuacje, kiedy dzieki takiemu zabiegowi jesteSmy w stanie doprowadzi¢ rachunki
do szczesliwego konica.

Zanim przyjrzymy sie przykltadom zastosowania powyzszego wzoru'®, przepiszmy go
przy nieco zmienionych oznaczeniach tak, aby czynniki funkcji podcatkowej byty ozna-
czone pojedynczymi literkami:

[f(z)-g(x)dz=F(z)-g(z)— [F(z)-¢'(z)dz

gdzie F jest funkcja pierwotng funkcji f. Innymi stowy, jesli mamy obliczy¢ catke nie-
oznaczong z iloczynu, to mozemy to zagadnienie przehandlowa¢ na problem obliczenia
catki z pokrewnego iloczynu, w ktéorym jeden czynnik zostal zrézniczkowany, a drugi
scatkowany. Potrzebujemy dwoch rzeczy. Po pierwsze nabraé jakiegos wyczucia, kiedy
taki zabieg ma szanse doprowadzi¢ nas do upragnionego wyniku. A po drugie, opano-
waé rzemiosto rachunkowe tak, aby sprawnie i poprawnie takie catkowanie przez czesci
wykonac.

17Zauwaz brak statej calkowania. Wynika on z tego, ze kazda calka nieoznaczona zawiera w sobie
ukryta stala calkowania. Nie piszemy wiec stalej catkowania po tej stronie rownosci, po ktorej wystepuje
choéby jedna calka nieoznaczona.

18To jest wlaénie tytulowe catkowanie przez czeéci.
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Przyktad 13:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/ x-e’dx.
Rozwigzanie:

Funkcja podcatkowa jest zapisana jako iloczyn i ten wtasnie iloczyn wykorzystamy przy
catkowaniu przez czesci. Trzeba jednak podjac¢ decyzje: ktory czynnik bedziemy catkowad,
a ktory rozniczkowaé. A to wymaga odpowiedzi na pytanie: co chcemy osiggnaé przez
zmiane poszczegdlnych czynnikéw? Czynnik drugi, czyli e”, nie zmienia si¢ ani przy
rozniczkowaniu, ani przy catkowaniu. Tak wiec tutaj niczego nie zyskamy, ale i niczego
nie stracimy.

Zajmijmy sie wiec pierwszym czynnikiem z. Mozemy go albo zrézniczkowaé (do sta-
tej 1) albo scatkowaé (do z%/2). Czyli mamy do wyboru doprowadzenie zagadnienia
do obliczenia catki®®

/1'€xd£€ albo /3;2.6930[35_

Od razu dostrzegamy, ze pierwsza calka jest bardzo prosta do wyliczenia. Powinni$my
wiec catkowaé przez czesci rozniczkujac czynnik x i catkujac czynnik e*. Otrzymujemy
wiec

/x-exd:p:x-ex—/l-exda::x-ex—em—kC.

Dlaczego to zadziatalo ?

Zobaczylismy przyktad pierwszego sposobu zastosowania catkowania przez czesci:
Jezeli jeden czynnik funkcji podcatkowej jest wielomianem, a drugi czynnik
moze wzigé¢ ”na klate” duzo calkowan?, to catkujac przez czesci (jesli trzeba,
to wielokrotnie) jesteSmy w stanie rézniczkowaniami unicestwié¢ czynnik wie-
lomianowy nie czynigc istotnej szkody po stronie drugiego czynnika, ktéry
moze by¢ bez problemu catkowany.

Przyjrzyjmy sie kolejnym przyktadom takiego wtlasnie zastosowania catkowania
przez czesci.

Przyktad 14:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/xQ-sin?)x dx .

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dwukrotne catkowanie przez czesci rézniczkujac czynnik 22, a catkujac
czynnik sin3z.

Sprobuj wykonaé¢ samodzielnie odpowiednie rachunki przed zajrzeniem
na kolejng strone.

197 dokladnogcia do stalego czynnika, ktéry nie wplywa na trudnosé obliczenia catki.
20Takimi czynnikami sa na przyklad e®@*°, sin(ax +b), cos(az+b), ale takze (az+b)°.
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—cos3 —cos3
/x2~sin3xdx:x2~ C(;’S m—/2x~ cos mdx:
_ 2. —cos3w . —sin3dr _'_/2' —sin3dr d —
3 9 9
B x2-cos3x n 2r-sindx  2-cos3x L
3 9 27 ’

Przyklad 15:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/x-\/x—i-ldm.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy catkowanie przez cze$ci rozniczkujac czynnik x, a catkujac czynnik

v +1. Otrzymujemy:
2-(z+1)32 2 (z+1)32
/a:-\/:c+1da:::c-<$—§)—/1~(x—g>d:c:
2-(z4+1)%2  4-(x4+1)>/?

- C.
v 3 5

Przyklad 16:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/x-(x+1)99dx.

Rozwigzanie:
W czym problem? Przeciez funkcja podcatkowa jest wielomianem, a dobrze wiadomo
jak catkowa¢ wielomiany. To prawda, ale zastosowanie wzoru na catkowanie ogolnego
wielomianu wymagatoby zapisania funkcji podcatkowej w postaci sumy jednomianéw??,
ktorych w tym wypadku bytoby 100. Szczerze méwiac nie palimy sie do wykonania takich
rachunkow.
Wobec tego przeprowadzimy catkowanie przez czesci rézniczkujac czynnik xz, a catku-
jac czynnik (z+1)%. Otrzymujemy:
100 100
/x~(x+1)99dx—x~(x+1)—/l-($+1)dx—
100 100

. (x+1)100 B (:E+1)101 +O
N 100 10100 '

21 A to wymagaloby zastosowania wzoru dwumianowego Newtona do (z+1)%.
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Przyklad 17:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/:c~lnxd:z:.

Rozwigzanie:
Nauczeni poprzednimi przyktadami chcielibysmy przeprowadzimy catkowanie przez cze-
Sci rozniczkujac czynnik z, a catkujac czynnik Inz. Tu jednak czeka nas przykra niespo-
dzianka, bo nie potrafimy od reki poda¢ funkcji pierwotnej logarytmu. Logarytm nie jest
funkcja, ktéra w prosty sposob mozna catkowaé¢. Ma on jednak inng wtasnosé, a miano-
wicie jego pochodna jest o wiele prostszg funkcjg niz on sam. Moze wiec optaci sie nam
zrozniczkowaé logarytm, nawet za cene scatkowania?? czynnika wielomianowego.

Wobec tego przeprowadzimy catkowanie przez czesci rézniczkujac czynnik Inz, a cal-
kujac czynnik x. Otrzymujemy:

2 2 2

T 2?1 T T x? x
-l :—~1 —/—«— :—-l —/— :—~1 _ .
/ x-Inx dx 5 nx 57 dx 5 nr 5 dx 5 nx 1 +C

To jest przyktad drugiego sposobu zastosowania catkowania przez czesci:
Jezeli jeden czynnik funkcji podcatkowej jest wielomianem, a drugi czynnik
bardzo sie upraszcza przy rézniczkowaniu??, to catkujemy przez czesci catku-
jac czynnik wielomianowy i rézniczkujac drugi czynnik.

Przyktlad 18:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/ Inx dz .
Rozwigzanie:

Wprowadzamy sztuczny czynnik 1, a nastepnie catkujemy przez czesci rézniczkujac czyn-
nik Inz, a catkujac czynnik 1. Otrzymujemy:

1
/1-lnxdaﬁ:x-lnx—/x-fdx:a;~lm:—/1d:c:x-ln:c—oc+0.
T

Przyktad 19:
Obliczy¢ catke nieoznaczona

/ex-sinxda:.

Rozwigzanie:
Calkujemy przez czesci rézniczkujac®* czynnik sinz, a catkujac czynnik e*. Otrzymujemy:
/e‘”~sinxdx:em-sinx—/em-cosxdx.

W tym momencie wydaje si¢, ze taka zabawa do niczego nie prowadzi, bo otrzymalismy
catke prawie takiej samej postaci jak wyjsciowa calka.

22Cgzyli w konsekwencji za cene podniesienia stopnia wielomianu.
23Takimi czynnikami sa na przyklad logarytm oraz arcus tangens.
24W tym przykladzie jest obojetne, ktéry czynnik rézniczkujemy, a ktory catkujemy.
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Wykonajmy kolejne catkowanie przez czesci, pamietajac, aby rézniczkowaé ten sam
czynnik, ktéry rézniczkowaliémy poprzednio?:

e“~sinx—/ew-cosx dx =e”-sinx — (ex~cos:c—/ex - (—sinz) dx) =

:ex-sinx—ex-cosx—/ex-sina:dx.

Przyjmujac oznaczenie

I(x)= /e$~sinx dx

mozemy przepisaé efekt przeprowadzonych rachunkéw jako
I(x)=¢€"-sinx—e”-cosz—I(x),
skad mozna wyliczy¢ I(z). Otrzymujemy wiec
e’ -sinx —e” - cosx

/e"’“”~sin:cdxz[(x): 5 +C'.

To jest przyktad trzeciego sposobu zastosowania catkowania przez czesci:
Jezeli calkowanie przez cze$ci prowadzi do tej samej calki?®, ale ze wspol-
czynnikiem ré6znym od 1, to otrzymamy réwnanie pozwalajgce wyliczy¢ catke
nieoznaczong.

25W przeciwnym razie drugie calkowanie przez czesci odwréci efekt pierwszego i wrécimy do wyjécio-
wej calki.
26Dzieje sie tak na przyklad wtedy, gdy czynniki sa postaci e®®, sinax, cosaz.
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