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113. Obliczy¢ catke
1

/ 23 da
0
poprzez obliczenie granicy ciggu sum Riemanna odpowiadajacych podziatom przedziatu
catkownia na réwne czesci (wersja 4 z wykladu 9, strona 60).
Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartos$¢ calki przez bezposrednie catkowanie i po-
rowna¢ wyniki.
Rozwigzanie:
Dla funkcji okreslonej na przedziale [0, 1] wzér z wersji 4 przybiera postaé
1o [k i
lim (Zf()) ~ [ f(@)de.
Wobec tego!

Sprawdzenie:

114. Obliczy¢ catke

1
/296 dx
0

poprzez obliczenie granicy ciggu sum Riemanna odpowiadajacych podziatom przedziatu
catkownia na réwne czesci (wersja 4).

Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartos$¢ calki przez bezposrednie catkowanie i po-
rowna¢ wyniki.

Rozwigzanie:
Dla funkcji okreslonej na przedziale [0, 1] wzér z wersji 4 przybiera postaé

i (285 (2)) = e
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Wobec tego?
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Korzystamy po drodze ze wzoru E k3= &
k=1 4
2Korzystamy po drodze ze wzoru na sume postepu geometrycznego.
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Jezeli istnieje granica (funkcji)
lim ——,
z—02% — 1
to istnieje rowniez granica (ciagu)
, 1/n
nh—>I£lo 21/n -1
i s one réwne. Korzystajac z reguty de ’'Hospitala otrzymujemy
. z ) 1 1
lim =lim =—
z—02% —1 2—02%.]n2 In2
i tyle wlasnie wynosi warto$é¢ szukanej calki.
Sprawdzenie:

2 1 1

T2 2 2’

=0

1
2"E

/2$dx:—1 5

J n

115. Obliczy¢ catke
1
/ vV dx
0

poprzez obliczenie granicy ciggu sum catkowych Riemanna.

Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartos$é calki przez bezposrednie catkowanie i po-
rownac¢ wyniki.

Rozwigzanie:

Najpierw pokaze, w jaki sposdb mozna naiwnie probowaé rozwiagzac¢ to zadanie i dlaczgo
to sie nie udaje.

Dla funkcji ciagtej f:]0, 1] = R i ciagu podziatéw przedziatu na réowne czedci, intere-
sujacy nas wzor ogdlny przybiera postac
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Wobec tego
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Trudnoscia, jaka napotykamy w tym momencie, jest brak wzoru, ktéry pozwolitby
wyrazi¢ sume

S VE=VI+VEIHVEHVIVE+. AT+
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w prostej postaci pozwalajacej na przejscie graniczne.

No c6z, naiwnie sadziliSmy, ze najlatwiej bedzie wybra¢ mozliwie najprostszy ciag
podziatéw przedzialu catkowania, a mianowicie podzialy na réwne cze$ci. Ale co nam
z tego, ze sam podzial jest tadny, skoro funkcja podcatkowa w punktach podziatu przyj-
muje wartodci wykluczajace zwiniecie otrzymanej sumy do prostej postaci.

Musimy wiec zmieni¢ nasze priorytety. Niewazne, czy przedzialiki podziatu sa rowne,
czy nie. Przede wszystkim wartosci funkcji podcatkowej w punktach podziatu musza
by¢ mozliwie najprostsze. Poniewaz w rozwazanym przyktadzie funkcjag podcatkows jest
pierwiastek kwadratowy, punktami podziatu powinny by¢ liczby, ktérych pierwiastki
kwadratowe sg liczbami wymiernymi, a jeszcze lepiej, jesli nie beda to byle jakie liczby
wymierne chaotycznie rozmieszczone, ale liczby wymierne tworzace w miare regularny
cigg?, na przyklad cigg arytmetyczny.

To prowadzi do pomyshu, aby za punkty n-tego podziatu przyja¢ kwadraty liczb wy-
miernych tworzacych skoniczony ciag arytmetyczny. Oczywiscie taki, aby zerowy punkt
podziatu byt lewym, a n-ty prawym koncem przedziatu catkowania, czyli

k2

Tk =75 -
n2

Zastosowanie ma wersja 3 (n-ty podzial na n czesci, y-ki w prawych koncach):
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W naszym wypadku
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skad po podstawieniu powyzszych danych do wzoru (&) otrzymujemy
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Sprawdzenie:
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3Tu mamy na mysli ciag skonczony, ale stowo ”skofnczony” pomijamy, aby nie zaburzaé¢ pltynnoéci
i tak juz rozbudowanego zdania.
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116. Pomyslatem sobie jakas funkcje liniowa f:[—1, 1] —R. Nie podam Ci tej funkcji,
ale Ty masz za zadanie znalez¢ wartos¢ catki

/1f(:n) dx

Moge poda¢ Ci wartos¢ funkeji f w jednym wybranym przez Ciebie punkcie.

O warto$¢ funkcji w ktéorym punkcie mnie zapytasz i jak na podstawie tej informacji
obliczysz wartosé¢ calki?

Odpowiedz:

Zapytaj mnie o f(0). Wowczas
1

| fla)dr=2-£(0).
41
117. Pomyslatem sobie jakas funkcje f:[—1, 1] — R bedaca wielomianem trzeciego
stopnia. Nie podam Ci tej funkcji, ale Ty masz za zadanie znalezé warto$¢ catki

Moge podaé¢ Ci wartosci funkeji f w dwoch wybranych przez Ciebie punktach.

O wartosci funkcji w ktérych dwoch punktach mnie zapytasz i jak na podstawie tej
informacji obliczysz wartos$¢ catki?

Odpowiedz:
Zapytaj mnie o f(£1/v/3). Wéwezas

[rora=1 (=)o (G5)

118. Podaj wartos¢ catki
2021

T L
22021, <x666 + 1) -sin sin cos sin sin 2! dx .
—2021
Odpowiedz:
Catka ma wartos¢ 0 jako catka z funkeji nieparzystej po przedziale symetrycznym wzgle-
dem zera.

119. Obliczy¢ granice
2n k,S
li —_
nL»rgo kgl 5k4 + n4
Rozwigzanie:

Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:

oo g3 1 2 (kfn)
S e L (Y),
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.733

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciagta, jej sumy Riemanna odpo-
wiadajace ciagowi podziatow przedziatu catkowania na przedzialy rownej dtugosci daza
do catki oznaczone;j:

12
Ji%n,ﬁlf() /f dx—/54+1 00/

In (5x* + 1) ~ In81—In1  4In3 1In3
20 L, 2020 57
gdzie po drodze skorzystaliémy ze wzoru
g'(x)

o) de=1In|g(z)|+C .

Otrzymujemy wiec
k3 In3
li —_ =

W kazdym z kolejnych dziesieciu zadan podaj w postaci uproszczonej wartosc¢
granicy ciggu.
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