Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

101. Obliczy¢ catke oznaczong

B

/9 dx
o v1+
Rozwigzanie:

Wykonujae podstawienie ¢ = \/1+/z, czyli = (£2—1)% i formalnie dz =4 (3 —1t) dt,

otrzymujemy

[l

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartosé¢ 16/3.

_32 g 4,8, 16
3 3 3 3

2
A(13—1) 7 At
= / 2 —1di =" —dt
¢ 1

t=1

102. Obliczy¢ catke oznaczona

\//g dx
44 2
; it
Rozwigzanie:

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:

I 1 _A:U+B+g+2 ()
et (224+1)-22 2241 x 22’
1=(Az+B)-2’+C-z-(2*+1)+D- (2’ +1)

1=A2*4+Ba*+C2*+Cx+Da*+ D,

0 = A+C

0 = B+D

0 = C

1 = D

Stad otrzymujemy A=0 oraz B=—1.
Wobec tego
V3
fdm—f—l—i—ldx——arct m—l = —arctgV3— +arctgl +1=
[oatva? ) a4l 2 S~ _1 & \/_ ST
3 V3 4 0 V3 127

1
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ 1 — — T

V3 12

103. Obliczy¢ wartosé¢ catki oznaczonej
2

/ x* dx
S 1+ Vs =3
Rozwigzanie:
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Wykonamy podstawienie
3/ 4.5
=Vdxr° -3,

czyli
t*=42"-3

oraz formalnie

3t% dt = 202" dx

zauwazajac przy tym, ze zalezno$c t od x jest rosnaca, a zatem przedziatowi catkowania
x €1, 2] odpowiada przedziat t € [1, 5].

Otrzymujemy
/2 sde 3 jfdt 3 /5 (t+1)-(t— 3/5 1
J 1+ V4253 20 / 1+t 20/ 1+t 20 EEETa

5
3 (e 3 (25 1 3
.<—t+1n\t+1| )—-(—5—|—ln6—2+1—1n2)—20~(8—|—1n3)—
t=1

“20 (2 20 \ 2
6 n 3-1n3
520
. 3. > . . , . - , 3-1n3
Odpowiedz: Wartos$¢ catki podanej w tresci zadania jest rowna = -+ 0

104. Obliczy¢ wartosé catki oznaczonej
0
/ z-Vr+1de
1

podajac wynik w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.
Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie

1 formalnie
dx = 3t% dt.

Ponadto x=—1 odpowiada t=0, a =0 odpowiada t=1, przy czym zaleznos¢ t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedzial catkowania x € [—1, 0] odpowiada przedziatowi
tel0, 1].

Otrzymujemy
0 1 1 T !
.3 — 3_ 4. 2 —9. 6_ 3 —_. | _ _
/x Yr+1de /(t 1)-t-36% dt 3/t 3 dt 3(7 . )
—1 0 0 t=0
1 1 A—7 —3 9
—3'<7—4>—3‘28—3'28—‘28’

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartos¢ —9/28.
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105. Wskaza¢ takie liczby catkowite dodatnie a i b, ze
b

/ dx .7
J a2 —14z+50 2
Rozwigzanie:

Przeksztatcamy funkcje podcatkowa
b

/ dx _/ d
J 22—14z+50 ) (z—7)2+1"

a nastepnie wykonujemy podstawienie t =x —T:
b b—7

dx
[ i

Zauwazmy, ze

77 dt "
—— = aIcC
71t2+1 &

a—

=arctg(b—7) —arctg(a—7).

t=a—7

arctgl —arctg(—1) = 5
skad wynika, ze warunki zadania bedg spetnione, jezeli przyjmiemy b—7=1ia—7=—
OdpowiedZ
Warunki zadania sg spelione przez liczby a =61 b=8.
106. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej
dx

o/aﬁﬂ—?ﬁ—l'

Rozwigzanie:

Stosujac wzér na roéznice szedcianéw otrzymujemy

O/mﬁd—xm—f;!W+V‘°’x—1+mdw.

Stosujac podstawienie t = /T +1, czyli x =1%—2t>+1 i formalnie dz = 6t° — 6t dt,

otrzymujemy:

1 5 \3/5 % 3t8 6t5 \3/5
2 5 2 7 4 _ —
0/ <\/5+1 1/t 6t 6t dt—/6t —6t* dt = 1 5
t=1

3-V4 9

5 20

Stosujac podstawienie t = /2 — 1, czyli x =5+ 2t3+1 i formalnie dz = 6>+ 6t dt,
otrzymujemy:

3t8 6t5
(ﬁ/ m_/HGﬁ%ﬂﬁ—/M+Wﬁ——+—f

_3,6_
45 20

12.94 3 6
—3. 74— _ 24 2=
V4 5 175

t=—1
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Ponadto

W konsekwencji

/¢\/‘+1 %/_ 1 20/1\/ 1) +¥a—1+{(vVa—1) do=

3- 3 9 3
_L(3va SVE,D 8,9 va VA, S
2 5 20 4 20 10 40
3-V4 3
Odpowiedz: Warto$¢ podanej catki oznaczonej jest rowna 12)/_ + 0

dz
107. Obliczy¢ catke oznaczona | ————~=.
Yo At 2 0/ Ji+2z
Rozwigzanie:
Wykonuj@c podstawienie x =15 i formalnie dz = 6¢° dt, otrzymujemy'

6t° dt 23 dt 1318 8
=6- =6- dt=6-[t*?—2%t+4— —dt=
/\F+2\/‘ /t3+2t2 /t+2 /t+2 t+2 / M

=16 —24+448 — 48In4 4 48In2 =40 — 48In2 .
t=0

=2t — 6t + 24t — 48In|t + 2|

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma warto$¢ 40 —48In2.

108. Rozstrzygnaé, czy wartos¢ calki oznaczonej

3
/10g2 (5°+3) dz
1

jest mniejsza czy wieksza od 10.
Rozwigzanie:
Oznaczmy przez f funkcje podcatkows:
f(x)=log, (5" +3) .

Woébwezas
1 5%.Inb

In2 5¢+3

() =
oraz

gy LB L R 1 s
In2 5743 In2 (5x+3)2 1n2 (51+3)2 )

skad wynika, ze funkcja f jest $cidle wypukta.
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Poniewaz f(1)=3 oraz f(3)=7, wykres funkcji f lezy ponizej cieciwy o koncach (1, 3)
i(3,7). Wobec tego f(r)<2x+1dlaze(1,3)iw konsekwencji

3 3
/log2(5x+3) dm</2x+1dx:10.
1 1

Wartosé ostatniej catki mozna obliczy¢ catkujac bezposrednio albo interpretujac ja geo-
metrycznie jako pole odpowiedniego trapezu.

Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki oznaczonej jest mniejsza od 10.

109. Rozstrzygnaé, czy wartos¢ calki oznaczonej
12

/ Va2 +4dx
i0
jest mniejsza czy wieksza od 10.
Wskazéwka: Tym razem zamiast cieciwy rozwazy¢ odpowiednig styczng do wykresu
funkcji podcatkowej.
Rozwigzanie:

Oznaczmy przez f funkcje podcatkowa:

fla)=Va2+4.

Wowcezas )
f’(x)=§-<$2—|—4)_2/3
oraz
f”(l‘) :i. <x2_’_4>—2/3_89332_ <$2+4)_5/3: 21‘2—1-8 . ($2+4>—5/3_89I2. (x2+4>_5/3:
:W.(x2+4>_5/3:24—929:2,(xz+4>_5/3 S0 eme em

skad wynika, ze funkcja f jest Scidle wklesta w przedziale {\/ﬁ, —i—oo) zawierajacym
interesujacy nas przedzial catkowania [10, 12].

Poniewaz f(11) =5, wykres funkcji f w przedziale calkowania lezy ponizej' stycznej
do wykresu w punkcie (11, 5). Wobec tego

fl@)<5+f(11)-(z—11) dla  z€(10,12)

i w konsekwencji

12 12
[V ade< [54£(11)-(x—11) dr =10,
10 10

Warto$¢ ostatniej catki mozna obliczy¢ interpretujac ja geometrycznie jako pole odpo-
wiedniego trapezu. Mozna tez wykona¢ bezposrednie catkowanie.

Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki oznaczonej jest mniejsza od 10.

ITakie sformutowanie jest zgrabne, chociaz dla jego pelnej poprawnoéci wymagaloby dodania nic nie
wnoszacego do rozwiazania zastrzezenia, ze punkt stycznosci lezy na stycznej, a nie ponizej niej.
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Uwaga 1: Bez trudu mozna wyliczy¢, ze f/(11)=22/75 i wstawi¢ te warto$é¢ do wzo-
row wystepujacych w rozwigzaniu, ale jest to catkiem zbyteczne z matematycznego punk-
tu widzenia. Moze to by¢ jednak wskazane ze wzgledow medycznych (wiekszy komfort
psychiczny osoby rozwiazujacej zadanie).

Uwaga 2: Przy pomocy komputera mozna wyliczy¢, ze warto$¢ podanej calki jest
w przyblizeniu réwna 9,9974.

110. Rozstrzygnaé, czy wartos¢ calki oznaczonej
5
/ Va2 +11dx
3

jest mniejsza czy wieksza od 6.
Rozwigzanie:

Oznaczmy przez f funkcje podcatkows:
f(z)= Va2 +11.

Woébwezas
—2/3

f’(x)=2;- (% +11)

oraz

-5/3

_2/3—8;2-(552—1-11) =

2
" _ =, 2 11
f(z) =3 (2" +11)
222 +22 , —5/3 8z —5/3 62> +66—8z% , , —5/3
=S (@) - S (1) T = (24 1)
B —222 466
9
skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wypukta w przedziale [—\/ 33, V 33} zawierajacym
interesujacy nas przedzial catkowania [3, 5].
Poniewaz f(4) =3, wykres funkcji f w przedziale catkowania lezy powyzej? stycznej
do wykresu w punkcie (4, 3). Wobec tego

f(x)>3+f'(4) - (x—4) dla  z€(3,5)

<x2+11)_5/3:<33—x2>-§-<x2+11>_5/3 > 0, oile 22<33,

i w konsekwencji

5 5
[V T0de> [34 f/(4)- (v —4) dw =6.
3 3

Wartosé ostatniej catki mozna obliczy¢ interpretujac ja geometrycznie jako pole odpo-
wiedniego trapezu. Mozna tez wykona¢ bezposrednie catkowanie.

Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki oznaczonej jest wieksza od 6.

Uwaga: Faktycznie podana catka ma wartos¢ w przyblizeniu rowna 6,005.

2Takie sformulowanie jest zgrabne, chociaz dla jego pelnej poprawnoéci wymagatoby dodania nic nie
wnoszacego do rozwiazania zastrzezenia, ze punkt stycznoéci lezy na stycznej, a nie powyzej niej.
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111. Rozstrzygnac, czy warto$¢ calki oznaczonej
8
/\3/352+15 du ~ 4,146
7

jest mniejsza czy wieksza od 199/48 ~4,146.
Rozwigzanie:

Oznaczmy przez f funkcje podcatkowa:

fla)=Va2+15.

Wowczas / o
f(x>_3-(x2+15)2/3
oraz
() = 2 _— 82 _ 6-(x*+15) B 82 _
3-(22415)  9-(22+15)"%  9-(x2+15)"®  9-(22415)*
6x*46-15—8z*  —222490  2-(—a®+45)

0-(224+15)>%  9-(22+15)"% 9 (a2+15)""

dla = > /45, skad wynika, ze funkcja f jest $ciéle wklesta w przedziale [\/E, oo) zawie-
rajacym interesujacy nas przedzial catkowania [7,8].

Zatem wykres funkcji f dla x > 7 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie 7. Poniewaz f(7) =4 oraz f'(7)=7/24, dla x> 7 zachodzi nieréwnos¢
T(z—T)

24

f(z) <4+

i w konsekwencji

24 48 48 °

Wartos¢ ostatniej catki mozna obliczy¢ catkujac bezposrednio albo interpretujac ja geo-
metrycznie jako pole odpowiedniego trapezu.

8 8

- 1
/\3/x2+15dx</4+7(x D gp=ay =19
7 7

Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki oznaczonej jest mniejsza od 199/48.

112. Rozstrzygnaé, czy warto$¢ calki oznaczonej
8
/ Va3 —54dx
6

jest mniejsza czy wieksza od 34.
Rozwigzanie:
Oznaczmy przez f funkcje podcatkowa:

Woéwezas
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oraz

-3/2

2 00T s )Y

f"(z) =3z ($3 — 54)

4 4 4 4

_ 122 ;648x ' (553—54)_3/2—9i . (x3—54)_3/2 _ 122 —618x—9:z: _ (:173—54)_3/2 _
_ 3z'— 648z ~3/2 3z (z°—216)
S e— ==
skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wypukta w przedziale [6, +00) zawierajacym inte-
resujacy nas przedzial catkowania [6, 8.

Poniewaz f(7) =17, wykres funkcji f w przedziale calkowania lezy powyzej® stycznej

do wykresu w punkcie (7, 17). Wobec tego

fx)>174+f(7)-(x—7) dla  2€(6,38)

(8 —54) )~

(2*—54 > 0, oile 2%>216,

i w konsekwencji

8 8
[VaF=bddz> [17+f(7)- (z—T)dv=34.
6 6

Wartosé ostatniej catki mozna obliczy¢ interpretujac ja geometrycznie jako pole odpo-
wiedniego trapezu. Mozna tez wykonaé¢ bezposrednie catkowanie.

Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki oznaczonej jest wigksza od 34.

Uwaga: Bez trudu mozna wyliczy¢, ze f/'(7)=147/34 i wstawié te warto$¢ do wzoréw
wystepujacych w rozwiazaniu, ale jest to zbyteczne, gdyz ta wartos¢ nie ma wplywu
na otrzymane oszacowanie.

3Takie sformulowanie jest zgrabne, chociaz dla jego pelnej poprawnosci wymagatoby dodania nic nie
wnoszacego do rozwiazania zastrzezenia, ze punkt stycznoéci lezy na stycznej, a nie powyzej niej.
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