Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

W kazdym z ponizszych 21 zadan podaj w postaci uproszczonej wartos¢ catki ozna-
czonej. Wskazéwka: W niektorych zadaniach lepiej nie catkowaé¢ bezposrednio, tylko
narysowa¢ odpowiednig figure i obliczy¢ jej pole.
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87. Obliczy¢ catke oznaczona
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Rozwigzanie:

Po skorzystaniu ze wzoru na réznice kwadratéw otrzymujemy
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88. Udowodnié¢ nieréwnosé

1/2 .
/ ¥ dx < 3
1/4
Rozwigzanie:
Pochodna funkeji podcatkowej f(x)=x** dana jest wzorem
d d d
f(x)= %J;M = @62’”'1’“ =2, . (2z-Inx) =2 (2-Inz +2)=2-2*"-(Inz +1) .

Poniewaz f'(z) >0 dla z>1/e oraz f'(x) <0 dla 0 <z <1/e, funkcja f jest malejaca
w przedziale (0, 1/e) i rosnaca w przedziale (1/e, 4+00). Zauwazmy ponadto, ze

f(1/4)=1/2
oraz,
fa/2)y=1/2.
Wobec tego f(x)<1/2 dla x€(1/4,1/2), skad
1/2
1 1y 1 1
¥dr<|Z—-) -=—-.
Jorie(1-1)

Uwaga: Obliczenia komputerowe pokazuja, ze dana w zadaniu calka ma wartoscé
w przyblizeniu 0,1215. Wydaje sie to by¢ zbyt bliskie oszacowaniu 1/8 =0,125, aby
zadziataly inne metody szacowania (zapewne obarczone wigkszym btedem).
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89. Niech fi(z)=vx?—2x+1 oraz f,1(xz)=fi(fn(x)). Obliczyé¢ wartosé catki ozna-

czonej
10

/ fs(x)dx.
0
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze fi(x)=|r—1|. W zwiazku z tym wykres funkcji f;og powstaje z wykresu
funkcji g przez przesuniecie tegoz wykresu w doét o 1 oraz symetryczne odbicie czesci
wykresu, ktéra znalazta sie pod osig OX. Wykresy funkcji od f; do f5 znajdujag sie
odpowiednio na rysunkach od 1 do 5.
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rys. 5

Szukana warto$¢ caltki oznaczonej jest réwna polu zielonej figury z rysunku 5. Pole to
wyliczamy sumujac pola trojkatow, ktore sie na nie sktadaja:
1 25

S+ =15,
ST+

Odpowiedz: Warto$¢ podanej catki oznaczonej jest rowna 15.
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90. Udowodnié¢ nieréwnosé

3
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Wskazéwka: Zbadaé¢ wypukltosé funkeji podcatkowej lub przynajmniej zastanowic
sie nad potozeniem jej wykresu wzgledem odpowiedniej cieciwy.
Rozwigzanie:
Sposob I:
Pochodna funkcji podcatkowej f(z) = J722+1 dana jest wzorem
-1 ey -
a pochodna drugiego rzedu jest rowna

14 - 14 —2
f'(a) == (2% +1) 2/3+?x.*.
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= 134.(7x2+1)—5/3. <7x2+1> _332.%2, <7$2+1>—5/3:

= (?-(7x2+1>—3€2-x2> -(7x2+1)_5/3:

:(3-(7x2+1>—28-932)-194-<7x2—|—1)_5/3: (3—7-:B2)-1;-(7:v2+1)_5/3 ,

co jest ujemne dla x> 1. Stad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta na przedziale
[1,400), a wiec jej wykres lezy nad cieciwa laczaca punkty wykresu odpowiadajace
xr=11x=3. Poniewaz cigciwa ta ma roéwnanie y =x + 1, otrzymujemy nierownosé

V241> z+1 (1)

spelniong dla x € (1, 3). Wobec tego
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Uwaga:
3

Wartosé catki / x+ 1dr mozna podaé¢ bez catkowania korzystajac z nastepujacej

1
reguly: Catka oznaczona z funkcji liniowej jest iloczynem dtugosci przedziatu catkowania
przez wartos¢ funkcji podcatkowej w érodku przedziatu catkowania.

Sposob 11:
Postepujemy jak w Sposobie I, przy czym nieréwnosé (1) dowodzimy bezposrednio
przeksztatcajac ja do postaci rownowaznych:

722 +1> (v +1)3,
T2 +1> 2%+ 322+ 3z +1,
0> 23 —42°+ 3z,
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0>z-(x—1)-(x—3),
co jest prawdziwe dla x € (1, 3).

Uwaga:

Warto$¢ szacowanej catki jest mniejsza od 6,1. Oznacza to, ze w rozwigzaniu nie
mozemy sobie pozwoli¢ na zbyt grube oszacowania. Na rysunku 6 przedstawiony jest
wykres! funkeji f wraz z jej cieciwg? uzyta do oszacowania calki.

A

Y

Q) e == o o o o o o o = = = = = —_—————————————————————————— )

i = = = = = = = —————————————————

rys. 6

1Czarna linia.
2(Czerwona linia.
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