Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

W kazdym z ponizszych 20 zadan podaj wzér na funkcje rézniczkowalng na catej pro-
stej (lub w podanej dziedzinie) o podanym wzorze na pochodna oraz o podanej wartosci
w podanym punkcie.

(4x—5)°® 221

2. f(x)=(4r—5)" F1y=1 fay=E I 2
26. f'(z)=V3z+1 f(1)=1 sz(—;ﬂroo) f(:c)zz-(?)x+1)3/2—;
27 )= F=1 0= a8
28. f’(x):xfjl £(0)=7 f(x):i-ln(x4+1)+7
29. f’(x):m £(2)=0 f(x):;.arctg(?,x—a—l’;
30. fl(x)= ¥z Fy=1 f<x>=5’f5+;
31, f(x)=2002- (+1)" £(0)=0 J@)= (2 +1)"" —1
32, f'(z) =62 V2149 f(2)=2 f(x):<x4+9)3/2—123
33. f’(x):m f(=1)=—1 f@)=Tn (2 4+x+1) -1
- f’(x):(;f;ixxilw f1)=1 f(x):_x4+x21+x+1+z
3. flo)= Varl F) =2 ey - TOE L0
36. f'(x)=a?- (0 +1)" £(0)=1 fla)= (X3;0?101+§g§
37. fl(z)=a° Vab+7 f(1)=0 f(x):W—z
38. f’(g;):efil £(0)=0 f(#)=In(e*+1)—In2
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39. flr)= ot F0)=1 f(x)=1n<X4;X2+1)+1
. fl(fc)zm = f(x):_4-(x4+1x2+1)2+22
42. f’(:r:)zxgéx+2 f(0)=0 f(:c):arctg(xﬂ)_z

W kolejnych dwéch zadaniach funkcje maja by¢ ciagle na R i r6zniczkowalne na R\ {0}.

43. f’(yc):Si?/%E f(0)=2 f(z)=—38-cos Yz +5
44. f’(x):Si?/%E £(0)=2 ()= —5-cos Yz +7

45. Skonstruowaé funkcje rézniczkowalng f: R — R speliajgcg warunki
f(0)=0 oraz f'(z)=Va*+223+2? dla z€R.

Rozwigzanie:

Przepisujemy wzor na pochodna funkcji f:
2>+ dla x€(—o0, —1]U[0, +00
f’(m):\/x4+2x3+x2:\/(x2+a:)2:‘xz—l—x‘: ( vl )
—z?—x dla z€(-1,0)

Dla z € (—oo, —1] zachodzi f'(z)=2*+x, mamy wiec!

> 2
f(x) :/xz—i-xdx:?—i—?—i—C’l.
Dla z € [—1, 0] zachodzi f'(z) = —2?—x, mamy wigc
9 x> 2P
r)=[|—2"—xdr=——"——+40C5.
/(@) / 3 2 7
Dla z € [0, +00) zachodzi f'(x)=x?+ x, mamy wiec
) R
f(:)s):/x +xd$:§+?+03.
IE3 fEQ
'Doktadniej: Funkcja g: R — R okreslona wzorem g(x) = 3 + > -+ C7 ma na calej prostej pochodna

3 .2
okreslong wzorem ¢'(x)=2%+z, skad wynika, ze jezeli f(z)=g(z)= % + % +C; dla x € (—o0, —1],

to f'(x)=g'(x) =2+ dla z € (00, —1) oraz f'(z7)=g'(z) =2’ +z dla z=—1.
3 .2
Co wigcej, wzér f(x)= %—F%—FC& dla z € (—oo, —1] definiuje wszystkie funkcje rézniczkowalne

f: (=00, —1] = R spetniajace warunki f’(z) =2%+x dla x € (—o0, —1) oraz f'(z7) =224z dlaz=—1.
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Aby zagwarantowaé warunek f(0) =0, nalezy przyja¢ Co =C3=0.
Aby zagwarantowa¢ zgodnos¢ okreslenia f(—1), musi by¢

o | G VR G s

3 2 3 2 2
czyli
1 1
40, ==
6+ 1 67
skad C, =—1/3.
Ostatecznie otrzymujemy
3 2
1
%+%_§ dla z € (—o0, —1]
3 2
fla)= —%—% dla z€(—1,0)
3 2P
—+— dl
3—|—2 dla z€]0, +00)

46. Obliczy¢ catke nieoznaczona
/x”- Vb +1dx
dla wybranej przez Ciebie liczby naturalnej n.
Rozwigzanie:
Przyjmiemy n =4 i wykonamy podstawienie
t=var5+1 ,
czyli
tT=2"+1
oraz formalnie
7% dt =52 dx .
Otrzymujemy
AT 1/~ A 1 6 70 718 718
/x -\/x5+1dx:f/\/m5—i—1-5x dx:—/t-7t dt:f/t dt="--"+o="" 0=
D 5 5 5 8 40
7 8/7
=—.(x*+1)" +C.
40
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47. Obliczy¢ catke nieoznaczong
/I"~ T+ 1dx

dla wybranej przez Ciebie liczby naturalnej n.

Rozwigzanie:
Przyjmiemy n = 6 i wykonamy podstawienie
t= V41,
czyli
th=2"+1

oraz formalnie
11899 dt =725 dz .

Otrzymujemy
6 11 L n 6 1 10 11 1.4 11 12
/x : \/3:7+1dx:?/ Va'+1-Tx dx:?/t-llt dt:7/t dt—7 E+C_
11-¢12 11 12/11
— C=—".(x"+1 C.
a0 (xT+1)7 4
48. Obliczy¢ calke nieoznaczon /
y € a :17—}—\/_
Rozwigzanie:
Sposdb 1
Wykonujac podstawienie z =1% i formalnie dz = 9t® dt, otrzymujemy
dz 8 dt tdt 9 8tTdt 9
 — . _— . = — :7'1 t8 1 C:
/x+3/§ 9+t 11 8 )11 8 n(t"+1)+
9 8/9
—g-ln<x +1)+C.
Sposob 11
. . o/s - . 9t/8 dt .
Wykonujac podstawienie z =t/® i formalnie dz = , otrzymujemy
t/8 dt dt 9 8
2. 2. /9
/x+\/_ < /t9/8 s = 8 i 1n|t+1|+(] g n(z%°41)+C.
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49. Wiedzac, ze

) 1
— arcsing =
dx 1—2x2

obliczy¢ catke nieoznaczong
/x2 arcsinz dx .

Rozwigzanie:
Wykonujemy calkowanie przez czedci catkujac czynnik 2 i rézniczkujac arcsinz. Otrzy-
mujemy:
/x2 -arcsine dr = x—g -arcsinx —/:U3 . L dx
3 3 V1—22
W ostatniej calce wykonujemy podstawienie ¢t =1—2% w ktérym stosujemy formalny
wzor dt = —2x dz. Otrzymujemy:

/x?’ 1 dx——l 2? (=2x)dr 1 r(l-t)dt /
3 Vi—22 6 1—22 6 \/E 6 NG
NG 1—22 (1—2? )3/2

:—?‘FT"‘C&:— 3 + 9 +Cl-

—Vtdt=

W konsekwencji

. 3/2
x3-arcsinz 1—22 (1-22)%

inrdr = — C.
/arcsmx T 3 + 3 9 +

50. Wiedzac, ze
d 1
—arcsinz =
dx 1— a2

obliczy¢ catke nieoznaczona
/ arcsinx dx .

Rozwigzanie:
Dopisujemy do funkcji podcatkowej czynnik 1, po czym wykonujemy calkowanie przez

czedci catkujac czynnik 1 i rézniczkujac arcsinz. Otrzymujemy:

1
/arcsmx dr = /1 -arcsinz dx = x - arcsinx — /:p

' V1—a?
W ostatniej calce wykonujemy podstawienie ¢t =1—22, w ktérym stosujemy formalny
wzér dt = —2x dz. Otrzymujemy:

1 1 —2xdr 1
Y T - —V1-224C .
/x — dx ) == 3 \/- —Vt+C = 24+ C4

W konsekwencji

dx .

/arcsinx dr=z-arcsint+v1—22+C'".
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