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233. Obliczy¢ sume szeregu
X cos nx
>

n=0

sprowadzajac wynik do postaci
a+bcosx

c+dcosz’
gdzie a, b, ¢, d s liczbami catkowitymi.
Rozwigzanie:
Przyjmijmy
z=cosx+1isinx.
Woéwcezas dla dowolnej liczby catkowitej n zachodzi réwnosé
2" =cosnx+isinnx
i w konsekwencji

cosnr =Rez".

Przeksztatcamy dany w zadaniu szereg, korzystajac po drodze ze wzoru na sume
szeregu geometrycznego:

*© cosnr X Rez" X 2" AN 1 3
> = =Re —:ReZ(f) =Re——=Re =
n=0 3" n=0 3" n=0 3" n=0 3 1- 3 3—z
Re 3 3-(3—cosx+isinx) 3-(3—cosx)
= = e = =
3—cosr—isinx (3—cosx)2+sin’z  9—6cosx+cos? x+sin’x
~ 9—3cosx
~ 10—6cosx
. 1. , . . , 9—3cosx
Odpowiedz: Suma szeregu danego w tresci zadania jest rowna —— .
10—6cosz
234. Korzystajac ze wzorow
“n(l-z)=Y = 2] <1, 2#1
n=1 T
oraz
. T
Inz=1In|z|4i argz argze(——, —)
272
obliczy¢ sume szeregu
ST
=3n+1"

Skonfrontowa¢ wynik z zadaniem 190 z listy 11.
Wskazéwka: Dodaé szeregi

0 oM

V3

1
dla z € {—1, 3 + > i}, przemnozone przez odpowiednie wspotczynniki.
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Odpowiedz:

235. Obliczy¢ sume szeregu

Odpowiedz:

In 1-1—\/5)
8 2.2

236. Obliczy¢ wartos¢ caltki oznaczonej

/ sin?%%% ¢ — c0s?? 1 dz: .

0

Rozwigzanie:

7, rownosci .
COsST = sin (x + 5)

oraz
|sin(x+7)|=|sinz]|
otrzymujemy
T T /2 ™
T T T
/00520203: dr = /sin2020 (x + 5) dr = / sin??%0 (x~|— 5) dr + / sin?0%0 (:L’+ 5) dx =
0 0 0 /2
/2 T w/2
= / sin?92 ( 2) dx + / sin?020 ( —) / 2% g dx + / sin?9? g do =
0 /2 /2
= / sin?® ¢ dx
0
skad wynika, ze dana w zadaniu catka ma wartos¢ zero.
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka oznaczona ma wartosé 0.
Uwaga: Idea powyzszych rachunkéw jest nastepujaca: Funkcje sin?*?” i cos?®? sg

catkowane po pelnym okresie réwnym 7, a przy tym jest to ta sama funkcja, tylko
przesunieta o /2.

237. Obliczy¢ wartos¢ catki niewlasciwej

) 5_1
/x7 dx .
b +1

Wskazéwka: Wykonaé¢ podstawienie x =1/t albo z =¢'.

Rozwigzanie:
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Sposob 1

Najpierw udowodnimy zbiezno$¢ danej catki. W tym celu zapiszemy ja w postaci
sumy dwoch catek, a nastepnie zastosujemy kryterium poréwnawcze dla udowodnienia
zbieznosci sktadnika bedacgo catka niewtasciwa o nieujemnej fukeji podcatkowej:

Tad—1 Fad—1 x—l Tat—1
dr= | ——d ——dr=— —d
.0/:57+1 o 0/x7+1 x+1/ / /:c7+1 .
Tad—1 Ta®—0 1
< = [ —
1/337+1d$ 1/x7+0dx /xde<+oo
Nastepnie Wykonamy podstawienie x =1/t i formalnie dr = —dt/t?. Otrzymujemy:
2°—1 51 —dt Tt°-1 Tt o—-1)- —t5
I= = dt=| ———F——=dt= =—
/x7+1 e /t T+1 2 O/t—5+t2 /(t 5412). /1 L
skad I =—1I, czyli I =0.
OdpowiedZ
Dana catka jest zbiezna i ma wartos¢ 0.
Sposob 11

Dowodzimy zbieznosci catki jak w sposobie I, a nastepnie wykonujemy podstawienie
x=¢!, czyli t =Inz, i formalnie dz = et dt. Otrzymujemy:

| % bt _ ot
= tdt= | ———dt=
-O/x“rl / 7t+1 ' ZO e +1
— t 7t/2 eBt/2 _ o—5t/2
:_Zo (e” +1)-e 7t/2 / eTt2  o—Tt/2 dt,

co jest réwne 0 jako catka z funkcji nieparzystej po przedziale symetrycznym wzgledem
zera.

238. Obliczy¢ wartos¢ catki

V3
1

/ x arctg— dx .
x

V3

Rozwigzanie:
—dt
Wykonujemy podstawienie x =1/t, czyli t =1/x i formalnie dz = o Otrzymujemy

(w miedzyczasie catkujac przez czesci):

v3 1 3 arctgt 13 1
/xarctg;dx:— / 3 dt =— / t—3~arctgtdt:
-3 -1/V3 -1/V3
1/V3
1 AR s o3 -x 1 71 1
= g Aretel ) mEatys 6 2 | poea
t=—1//3 ~1/v3 ~1/V3
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1 1 s 1
v T T T
= — — — | —— — tt :——7-(— _— — ——):— 3 — =
9 o | Ty e 27 2 V3 6 6 2+\er
t=—1/3
2
:§+ﬁ.

Dlaczego powyzsze rozwigzanie jest btedne 777
Podaj poprawne rozwigzanie.

Rozwigzanie:

BLEDY:
1° Wykonane podstawienie nie przeprowadza przedziatu catkowania [—\/§, \/5} na

przedziat [—1/\/3, 1/\/3] .

2° Uzyskana w wyniku blednego podstawienia catka niewtasciwa jest rozbiezna. Funk-

cja podcatkowa ma osobliwo$¢ w punkcie 0.

Rozwigzania poprawne:

Sposob I:
Funkcja podcatkowa jest parzysta, a zatem
v 1 v3 1
/ xrarctg—dr=2- / xarctg—dx .
x x
V3 0

Wykonujemy podstawienie z =1/t, czyli t=1/x i formalnie dx = T Otrzymujemy

(w miedzyczasie catkujac przez czesci):

v3 1 l/ﬁarct t T
/xarctg;dx:—/ tgg dt = / ﬁ-arctgtdt:
0 0 1/v3
1 > 1 F1 1
= ——-arctgt +—- / o dt=
2t2 2 2 241
t=1/V3 1/V3 +
, 1 37 1 FT1 1
—tgrélo(—w~arctgt>+2-6+2' / ﬁ_mdt_
1/V3
T 1 1 > T 1 s T T \/3 T
—0+ T4 | =~ —arctgt T f.(—f 3 f)zf Vo T
a1ty (t arets ) ita e tV3tE)=1t s g
t=1/V3
T 3
_ T V3
12 2

Odpowiedz: Wartoé¢ podanej calki jest réwna v/3+ %
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Sposob I1:
Funkcja podcatkowa jest parzysta, a zatem
v 1 v |
/ xarctg—dr=2- / x arctg— dx .
x x
3 0

Korzystamy z rownosci
1 =«
arctg— = 5~ arctgr dla x>0.
x

Otrzymujemy (w miedzyczasie catkujac przez czesci):

V3 1 V3 - - V3 V3
/xarctg;dx:/x-<§—arctgx> d:)::§-/xdx—/a:-arctgmdx:
0 0 0 0
V3 V3
nx? x?-arctgx +1 f x? 3r w1 fl p
e - = — . [ — . — €T =
4| 2 2 e 42727 a2t
V3
T 1 T 1 T T \/§ T \/3
T N V3-3)=1t % sttt

Odpowiedz: Wartoé¢ podanej calki jest réwna v/3+ %
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