Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

Przypomnienie najwazniejszych definicji i twierdzen
zwigzanych z szeregami Fouriera.

Iloczyn skalarny w przestrzeni funkcji':
2
(f.9)= [ f(2)-g(x) dz.
0

Iloczyn skalarny w jezyku bazy? ortogonalnej sinuséw i cosinuséw:
Jezeli

f(x)=ap+ > (ancosnz +b,sinnz)

n=1
oraz .
g(z)=co+ Y (e cosnz +d,sinnz)
n=1
to
27 0o
<fa g> :/f(llf)g(ﬁ) dﬂf:27T-a0-CO—|—7T- Z (ancn_l'bndn) .
0 n=1
Réwnosé Parsevala:
2m 00
(f, ) :/fz(x) der=2mr-aj+m- > (ai%—bi) )
0 n=1
Szereg Fouriera funkcji® f:
ag+ Y (a,cosnz+b,sinnx) , (F)
n=1
gdzie
1 17
= (f 1)=—. F
av=5 - {f1)= o 0/f(sc) dr, (F0)
1 2m
a,=—-(f, cosnx)=— /f(x)-cosm:dx (FA)
7r
0
oraz
27
b :l(f sinnm>:1-/f(m)-sinnxdm (FB)
S T '

0

Przy zalozeniach, ktére sg spetnione przez uzywane przez nas funkcje, szereg Fourie-
ra (F) jest punktowo zbiezny do funkcji f.

INie precyzujemy doktadnie, jak regularne maja byé funkcje. Na pewno musza byé okresowe o okre-
sie 27.

2To nie jest baza w sensie algebry liniowej, bo potrzebujemy przejscia granicznego do wysumowania
szeregu.

30kresowej o okresie 2w, w punktach niecigglo$ci majacej wartosé réwna éredniej arytmetycznej
granic jednostronnych.
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Kolokwium nr 5 (wtorek 1 czerwca 2021): material zadan 1-232.
11:15-12:15 — quiz na Moodlu (60 minut)
12:20-13:00 — dwa zadania otwarte (40 minut)
13:10-13:45 — wyktad (35 minut)

Przed rozpoczeciem kolokwium nalezy dotaczy¢ do spotkania w Teamsach na kanale
wyktadu i wlaczy¢ kamere.

Zadania do omdéwienia na éwiczeniach w czwartek 27.05.2021.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed zajeciami.

226. Obliczy¢ wspélezynniki szeregu Fouriera funkcji f: R — R okresowej o okresie 27
okreslonej wzorem

f(x):{ 1 dla z€][0,7/2]

0 dla ze(n/2,2m)

Doprowadzi¢ wzory na wspotezynniki szeregu Fouriera do postaci niezawierajacej funk-
cji trygonometrycznych (czyli w ostatecznej postaci nie powinny wystepowaé w tych
wzorach wyrazenia typu sinnm czy cosn).

227. Niech . _
X sinne X sinnx
f@) =20 o @)=Y
n=1 n=1

Zaktadajac petna beztroske w manipulowaniu szeregami funkcyjnymi, obliczy¢ wartos$é

catki /f(x)g(:z:) dx.

o0
228. Obliczy¢ warto$é sumy > . Wolno skorzystaé z gotowych wartosci calek:

n=1 TL2 + 2
21 22 1
/e”‘/5 do=" "~ ,
0 ﬂ
21 4ﬂ.\/§ . 1
/62”“/i dr = £ - ,
0 %

27
2
/emﬁcosnx dx = (627“/5— 1) . V2

2 )
5 n*+2
2?r “n
/ V2 sinng dr = ((227“/5— 1) T )
5 n*+2

W miare mozliwosci rozwiazaé¢ zadanie dwoma sposobami i poréwnac¢ wyniki. Dla
czytelnosci przeprowadzanych rachunkéw oraz podanej odpowiedzi mozna uzy¢ oznaczen:

A=e¥™V2_q oraz B:e%ﬁ—l—l.

Wskazéwka: Wykorzystaé szereg Fouriera funkcji f(z)=e*V2 dla z € (0, 2r). Powolaé
sie na zbieznos¢ tego szeregu w wybranym punkcie lub wykorzysta¢ réwnosé Parsevala.
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229. Wiadomo, ze
2 2

X cosnr T T
2w i 2t

n=1
Obliczy¢ warto$¢ sumy
x  (—1)" 1 1 1 1 1
=l
,;0(271“)3 R CRA A O

Wskazéwka: Scatkowaé podany w zadaniu szereg trygonometryczny i wstawi¢ x = /2.

230. W kazdym z zadan 230.1-230.10 podaj w postaci uproszczonej wartosé catki
0znaczone;j.

> sinnx > sinnx
Alw)=2 B(a)=2 —
n=1 n=1
> sinnx > sin2nx
C - s — D =
(z) 2 gn (z) n; 1o
21 2
230.1. [A(z)de=............... 230.2. [B(z)%dr=.............
0 0
21 2
230.3 /C(x)2 dr=................ 230.4 /D(x)2 dr=................
0 0
21 21
230.5. [A(@)B(z)dz=............. 230.6. [A(2)C(x)dr=............
0 0
21 2
230.7. [A@)D(@)dr=............ 230.8 / B(z)C(zx)dz=.............
0 0
21 21
230.9. /B(x)D(x) do=............ 230.10. /C(x)D(x) dr=............
0 0
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231. W kazdym z zadan 231.1-231.21 podaj w postaci uproszczonej wartos¢ catki
(jako liczbe wymierna lub jako iloczyn liczby wymiernej i liczby ).

> cosnx > cos2nx > cos(2n+1)x
A= p=S S =S
n=1 2 n=1 3 n=1 3
X cos3nx X cos(3n+1)z & cos(3n+2)r
21 21
2311, [A@)Pde=............. 231.2. [B@)'de= ...
0 0
2 2
231.3. /C(x)zdx: ............. 231.4. /D(w)de: .............
0 0
2w 2
231.5. /E(x)de: ............. 231.6. /F(x)Qdm: .............
0 0
2w 2w
231.7. /A(x)B(x)dx: .......... 231.8 /A(x)C’(x)dx: ..........
0 0
27 21
231.9. /A(x)D(x)dx: .......... 231.10. /A(J:)E(x)dx: ..........
0 0
27.r 27
23111, [A(@)F(z)de=......... 231.12. [ B(z)C(a)dz=.........
0 0
21 27_r
231.13. [ B(a)D(x)dr=......... 231.14. [ B(@)B(z)de=.........
0 0
21 21
231.15. [ B(a)F(z)de=......... 231.16. [C(2)D(x)dz= .........
0 0
21 2
231.17. /O(g:)E(;v)dx: ......... 231.18. /C(a:)F(a:)d:z:: .........
0 0
2 2
231.19. /D(m)E(w)dx: ......... 231.20. /D(x)F(x)d:v: .........
0 0
2w
231.21. /E(x)F(x)dx: .........................................................
0
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232. W kazdym z zadan 232.1-232.16 podaj w postaci uproszczonej wartos¢ catki

0znaczone;j.
, > sinnw p-sinw
Wskazoéwka: = dla p>1.

ZOW nZ::l P p?+1—2p-cosx ap
2T . 9 2T . 9
© sin“x dx sin“x dx

232.1. /7: ................. 232.2. /7: .................
) H—4coszx ) 5—3cosx

2T . .
sinz -sin 2z dx

sinz -sin 2x dx

232.3. | ————————— = . 2324, | —————————— = .
0/ H—4coszx 0/ 5—3cosx
sinz-sin3x dx sinz -sin 3z dx
2325, | ————————— = . 232.6. | ———————— = ... ...
0/ 5—4cosx 0/ 5—3cosx

27 .
sin? z dx

27 .
T sin?xdx

232.7. e —T 232.8. =
0/13—500830 0/17—8czosx
2392.9 7 sin?x dx B 232.10 7 sin?x dx B
9. — S e .10. — S e
) (5—4cosz) 4 (5—3cosx)
2 .9 2
sin“z dx sin“z dx
232.11. — = 232.12, | ————— L.
0/(13—500835)2 /17 8cosx)
232.13 7 sin?z dx B
4 (b—4cosz)-(5—3cosz)
232.14 7 sin? x dx
14, (13 Beosz) (17 —Beosz) " 177 rrrrr
27 .92
sin“z dx
232,18, | o =
0/(5—4(308:10)-(13—500527)
2m .. 9
232.16. siwCwdv

o/ (5—3cosz)-(13—5cosx) B
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