Jarostaw Wroblewsk:

Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

219. W kazdym z zadan 219.1-219.15 podaj norme supremum funkeji f o podanym
wzorze i dziedzinie.

219.1. f(x)=T7sinz, D;=R, | f||=7

219.2. f(z)=Tsinz—3, D;=R, ||f|=10

219.3. f(r)=T7sin*z—3, D;=R, |f|=4

219.4. f(z)=T7sin’x—3, D;=R, |f||=10

219.5. f(z)=logz—2, D;=(4.8), |f|=5

219.6. f(z)=logyr—2, D;=(2,32), |f|=3

219.7. f(z)=(logyzx)’—6, D;=(%,4), |[If]=6

219.8. f(x)=(logx)’—6, Dy=(L 4), |[f|=33

219.9. f(x)=(logyx)'—6, Dy=(4), |fI="75
219.10. f(z)=Vaz:+3z—z, D;=(1,+0c0), | f]=3/2
219.11. f(z)=V22+8z—xz, D;=(1,+o0), |fll=4
219.12. f(z)=V23+ 72—z, D;=(1,+00), |If|=7/3
219.13. f(z)= Va3 +2622—z, D;=(1,4o0), |f||=26/3
219.14. f(z)=Vai+1653—z, D;=(1,40), |f]|=15/4
219.15. f(z)=Va'+803 —z, Dj=(1,400), |f]|=20
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220. Oszacowaé od gory (przez dowolna, ale konkretna liczbe) norme supremum funk-
cji f:R— R zdefiniowanej wzorem
625 — 22 +7

J@)= g8 it
Wskazéwka: Oszacuj podane wyrazenie osobno w przypadkach |z| <11 |z|>1
Rozwigzanie:
Oszacujemy wyrazenie definiujace funkcje f rozwazajac dwa przypadki:
1° Gdy |z| <1, otrzymujemy:
62°—a?4+7 _ 6-047 13
8z8—xt+11 ~0—1+11 10"

2° Gdy |z| > 1, otrzymujemy:
6 6
628 — 2247 <6x 047z 13 < 13

a8 —at+11 © Sx8—a8+0 722 7

Wobec tego dla kazdej liczby rzeczywistej x mamy

13
F@)] = fa) <,

skad wynika nieréwnosé || f|| < 13/7.

221. Dany jest szereg funkcyjny > f, o sumie F, gdzie funkcje f,, sa dane wzorami

n=1
sin2™x

fn(®) =333,

Wyznaczy¢ najwiekszg liczbe naturalna m, dla ktérej prawdziwe jest nastepujace zda-
nie: Funkcja F' jest m-krotnie réZniczkowalna a ponadto dla kazdej liczby catkowite;j

dodatniej k < m zachodzi réwnosé F* Z £l

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze m =S8.
Dla liczb catkowitych nieujemnych £ <8 otrzymujemy
2k . jakigsinus 2"

K)o
Jn" (@) 3330 ’

gdzie fO =f a7 jakiésinus” oznacza jedng z funkcji £+sin, + cos. Zatem

ZHf(k H_ 333 Z(333) \Z@gg) < T,

n=1

skad wynika jednostajna zbieznos¢ szeregow funkcyjnych Z f,(Lk), a w konsekwencji moz-
n=1
liwos¢ 8-krotnego rézniczkowania danego w zadaniu szeregu funkcyjnego wyraz za wy-

razem.
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Ponadto

297 cos 2" 512\"
9 (z) = SOBET_(222) cos2ny
333™ 333

512\" s
co dla x =0 daje szereg rozbiezny Z <333> . Zatem szereg funkcyjny > f7§9) nie jest
n=1

zbiezny (nawet punktowo), co dowodm ze liczba m =9 nie spetnia warunkéw zadania.

W rozwiazaniu wykorzystali$émy zbieznos¢ szeregu geometrycznego o ilorazie 256/333
bezwzglednie mniejszym od 1 i rozbieznosé szeregu geometrycznego o ilorazie 512/333
wiekszym od 1.

222. Niech

cos(n?-x)

fn(ﬂf) = ngo

Wskazujac odpowiednia liczbe catkowita dodatnia k& udowodnié, ze szereg » f,gk) jest
n=1
jednostajnie zbiezny, ale szereg » fT(LkH) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1
Rozwigzanie:

Najpierw zauwazmy, ze

09 () = .jsin(n®-z)  jsin(n®-x)

n )= n20 T p20-3k

gdzie jsin jest jedng z funkcji £sin lub 4 cos. Zatem

1
Hf(k H_n2o 3k =n*,

o0 [e.e]
Jezeli szereg liczbowy H fr(lk)H jest zbiezny, to szereg funkcyjny > f,(lk) jest jedno-
n=1 n=1
stajnie zbiezny.

Poniewaz
Z Hf k)H_ nzo 3k’

szereg ten jest zbiezny, o ile 20 —3k > 1, czyh dla k <6.

W szczegolnosci szereg funkeyjny > f7(16) jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Jezeli H f,gk) H +#0 przy n— o0, to szereg funkcyjny > f,(f) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Taka sytuacje mamy np. dla k=7, gdzie
=0 —ce.
Wobec tego szereg funkcyjny > féﬂ nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Odpowiedz: Warunki zadania sg spetnione przez k =6.
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223. Dany jest szereg funkcyjny > f, o sumie F, gdzie funkcje f,, sa dane wzorami
n=1

cosndx

folz) = T
Wyznaczy¢ najwiekszag liczbe naturalng m, dla ktérej prawdziwe jest nastepujace zda-
nie: Funkcja F' jest m-krotnie réZniczkowalna a ponadto dla kazdej liczby catkowitej

dodatniej k < m zachodzi réwnosé F* Z £l

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze m=7.
Dla liczb catkowitych nieujemnych k& <7 otrzymujemy

jakigsinus n®z

(k) () = 2202277270 2
fn (‘T) - n(;[)_gk )
gdzie f(© = f, a ”jaki$sinus” oznacza jedn@ z funkcji +sin, +cos. Zatem
1 > 1

Zka)H_ — 60~ Sk\z 160—87 Zm<—|—oo,

n=1

skad wynika jednostajna zbieznosé szeregéw funkeyjnych » f,gk), a w konsekwencji moz-
n=1
liwos¢ T-krotnego rozniczkowania danego w zadaniu szeregu funkcyjnego wyraz za wy-

razem.
Ponadto
8 (z) =n*cosniz,

co dla =0 daje szereg rozbiezny Y n*. Zatem szereg funkcyjny > fflg) nie jest zbiezny
n=1 n=1
(nawet punktowo), co dowodzi, ze liczba m = 8 nie spelia warunkéw zadania.

224. Niech ((%) )
(%)

Wskazujac odpowiednia liczbe catkowita dodatnia k& udowodnié, ze szereg > fr(Lk) jest

n=1
jednostajnie zbiezny, ale szereg > flk+D)
n=1

nie jest jednostajnie zbiezny.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

£ (z) = (%) 'J'Si;‘ (4(2: )-7) |
(")

gdzie jsin jest jedna z funkcji +sin lub +cos. Stad

qu,k) = <?>4‘ (1)
|#°] &
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Stosujac kryterium d’Alemberta do szeregu

S g =5 b2,
= =
Grr)” G0 _G)" ()
Gy GO e G
_((2n+1)-(2n+2) F ((2n+1)~(2n+2)-(n+1))4 ghogh ks ok P
B (n+1)2 ) \GBnr1)-Gnr2) (3n+3)) 27 32 |3 ) 9

Poniewaz 3% =729, zachodza nieréwnoéci 27 < 3% <20, Zatem dla k=5 otrzymujemy
g < 1. Wobec tego na mocy kryterium d’Alemberta szereg liczbowy (2) jest zbiezny,

=

otrzymujemy

a w zwiazku z tym szereg funkcyjny > fr(f’) jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Odnoszac powyzsze kryterium d’Alemberta do ciagu (1) otrzymujemy g >1 dla k=6,
skad wynika, ze ciag liczbowy (1) jest rozbiezny do +o0o. W szczegdlnosci

|2 A0,

o
a w zwiazku z tym szereg funkcyjny > féﬁ) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Odpowiedz: Warunki zadania sa spetnione przez k =>5.

225. Niech
_ cos(n!-x)

fnl(@) = (3n)!

Wskazujac odpowiednia liczbe catkowita dodatnia k& udowodnié, ze szereg » f,(lk) jest

n=1

jednostajnie zbiezny, ale szereg » f,skﬂ) nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Rozwigzanie:
Niech k=3. Wowczas

skad ,
my (n')

Stosujac kryterium d’Alemberta do szeregu

S =
n=1 " n=1 (371)'
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otrzymujemy

(n+1)D* Bn)! (n+1)* 1 -1
Bn+3)! ()3 Bn+l)-(Bnt2)-Gnis) 27

Zatem szereg liczbowy (3) jest zbiezny, a w zwigzku z tym szereg funkcyjny > f," jest

n=1
jednostajnie zbiezny.

Ponadto (nl)? (nl-2)
(1) _ pay o _ (nh)*-cos(n!-x
@) = 10 @) = P
skad
4
@] _ (n!)
Stosujac kryterium d’Alemberta do ciagu (4) otrzymujemy
(n+1)H* (3n)! (n+1)*

Bn3) () Bntl)-(Bni2)-Gnts) T

Zatem ciag liczbowy (4) jest rozbiezny do +oo, skad w szczegdlnosci

|1F2] 40,

a w zwiazku z tym szereg funkcyjny > f7§4> nie jest jednostajnie zbiezny.
n=1

Inne wnioskowanie: Z kryterium d’Alemberta jak wyzej, szereg % fW(0)= § Egg;
n=1 n=1 :

jest rozbiezny, wiec § £ nie jest nawet punktowo zbiezny, a co dopiero jednostajnie.
n=1
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