
Jarosław Wróblewski Analiza Matematyczna 2, lato 2020/21

Kolokwium 5, 1.06.2021, godz. 12:20-13:00
Zadanie 6 (wersja 0)
Obliczyć wartość całki niewłaściwej

∞∫
1

1
2x+1

− 1
3x+29

− 1
6x−5

dx .

Doprowadzić wynik do postaci ln w, gdzie w jest liczbą wymierną dodatnią zapisaną
w postaci ułamka nieskracalnego.
Rozwiązanie:

Obliczamy daną w zadaniu całkę
∞∫
1

1
2x+1

− 1
3x+29

− 1
6x−5

dx=
(
ln (2x+1)
2

− ln (3x+29)
3

− ln (6x−5)
6

)∣∣∣∣∣∣
∞

x=1

=

=
(
lim
x→∞

(
ln (2x+1)
2

− ln (3x+29)
3

− ln (6x−5)
6

))
− ln 3
2
+
ln 32
3
+
ln 1
6
=

=
(
lim
x→∞
ln

√
2x+1

3√3x+29 · 6
√
6x−5

)
− ln 3
2
+
ln 32
3
=

= ln

 lim
x→∞

6

√√√√ (2x+1)3

(3x+29)2 ·(6x−5)

− ln 3
2
+
ln 32
3
=

= ln 6
√
23

32 ·6
− ln 3
2
+
ln 32
3
=

=
ln 2
3
− ln 3
2
− ln 3
2
+
ln 32
3
=

= ln 4− ln 3= ln 4
3
.

Odpowiedź: Podana całka niewłaściwa ma wartość ln
4
3
.
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Zadanie 6 (wersja 1)
Obliczyć wartość całki niewłaściwej

∞∫
1

1
2x+25

− 1
3x+1

− 1
6x−5

dx .

Doprowadzić wynik do postaci ln w, gdzie w jest liczbą wymierną dodatnią zapisaną
w postaci ułamka nieskracalnego.
Rozwiązanie:

Obliczamy daną w zadaniu całkę
∞∫
1

1
2x+25

− 1
3x+1

− 1
6x−5

dx=
(
ln (2x+25)
2

− ln (3x+1)
3

− ln (6x−5)
6

)∣∣∣∣∣∣
∞

x=1

=

=
(
lim
x→∞

(
ln (2x+25)
2

− ln (3x+1)
3

− ln (6x−5)
6

))
− ln 27
2
+
ln 4
3
+
ln 1
6
=

=
(
lim
x→∞
ln

√
2x+25

3√3x+1 · 6
√
6x−5

)
− ln 27
2
+
ln 4
3
=

= ln

 lim
x→∞

6

√√√√ (2x+25)3

(3x+1)2 ·(6x−5)

− ln 27
2
+
ln 4
3
=

= ln 6
√
23

32 ·6
− ln 27
2
+
ln 4
3
=

=
ln 2
3
− ln 3
2
− ln 27
2
+
ln 4
3
=

= ln 2− ln 9= ln 2
9
.

Odpowiedź: Podana całka niewłaściwa ma wartość ln
2
9
.
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Zadanie 6 (wersja 2)
Obliczyć wartość całki niewłaściwej

∞∫
1

1
2x+25

− 1
3x+29

− 1
6x−5

dx .

Doprowadzić wynik do postaci ln w, gdzie w jest liczbą wymierną dodatnią zapisaną
w postaci ułamka nieskracalnego.
Rozwiązanie:

Obliczamy daną w zadaniu całkę
∞∫
1

1
2x+25

− 1
3x+29

− 1
6x−5

dx=
(
ln (2x+25)
2

− ln (3x+29)
3

− ln (6x−5)
6

)∣∣∣∣∣∣
∞

x=1

=

=
(
lim
x→∞

(
ln (2x+25)
2

− ln (3x+29)
3

− ln (6x−5)
6

))
− ln 27
2
+
ln 32
3
+
ln 1
6
=

=
(
lim
x→∞
ln

√
2x+25

3√3x+29 · 6
√
6x−5

)
− ln 27
2
+
ln 32
3
=

= ln

 lim
x→∞

6

√√√√ (2x+25)3

(3x+29)2 ·(6x−5)

− ln 27
2
+
ln 32
3
=

= ln 6
√
23

32 ·6
− ln 27
2
+
ln 32
3
=

=
ln 2
3
− ln 3
2
− ln 27
2
+
ln 32
3
=

= ln 4− ln 9= ln 4
9
.

Odpowiedź: Podana całka niewłaściwa ma wartość ln
4
9
.
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Zadanie 6 (wersja 3)
Obliczyć wartość całki niewłaściwej

∞∫
1

1
2x+73

− 1
3x+1

− 1
6x−5

dx .

Doprowadzić wynik do postaci ln w, gdzie w jest liczbą wymierną dodatnią zapisaną
w postaci ułamka nieskracalnego.
Rozwiązanie:

Obliczamy daną w zadaniu całkę
∞∫
1

1
2x+73

− 1
3x+1

− 1
6x−5

dx=
(
ln (2x+73)
2

− ln (3x+1)
3

− ln (6x−5)
6

)∣∣∣∣∣∣
∞

x=1

=

=
(
lim
x→∞

(
ln (2x+73)
2

− ln (3x+1)
3

− ln (6x−5)
6

))
− ln 75
2
+
ln 4
3
+
ln 1
6
=

=
(
lim
x→∞
ln

√
2x+73

3√3x+1 · 6
√
6x−5

)
− ln 75
2
+
ln 4
3
=

= ln

 lim
x→∞

6

√√√√ (2x+73)3

(3x+1)2 ·(6x−5)

− ln 75
2
+
ln 4
3
=

= ln 6
√
23

32 ·6
− ln 75
2
+
ln 4
3
=

=
ln 2
3
− ln 3
2
− ln 75
2
+
ln 4
3
=

= ln 2− ln 15= ln 2
15
.

Odpowiedź: Podana całka niewłaściwa ma wartość ln
2
15
.
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Zadanie 6 (wersja 4)
Obliczyć wartość całki niewłaściwej

∞∫
1

1
2x+73

− 1
3x+29

− 1
6x−5

dx .

Doprowadzić wynik do postaci ln w, gdzie w jest liczbą wymierną dodatnią zapisaną
w postaci ułamka nieskracalnego.
Rozwiązanie:

Obliczamy daną w zadaniu całkę
∞∫
1

1
2x+73

− 1
3x+29

− 1
6x−5

dx=
(
ln (2x+73)
2

− ln (3x+29)
3

− ln (6x−5)
6

)∣∣∣∣∣∣
∞

x=1

=

=
(
lim
x→∞

(
ln (2x+73)
2

− ln (3x+29)
3

− ln (6x−5)
6

))
− ln 75
2
+
ln 32
3
+
ln 1
6
=

=
(
lim
x→∞
ln

√
2x+73

3√3x+29 · 6
√
6x−5

)
− ln 75
2
+
ln 32
3
=

= ln

 lim
x→∞

6

√√√√ (2x+73)3

(3x+29)2 ·(6x−5)

− ln 75
2
+
ln 32
3
=

= ln 6
√
23

32 ·6
− ln 75
2
+
ln 32
3
=

=
ln 2
3
− ln 3
2
− ln 75
2
+
ln 32
3
=

= ln 4− ln 15= ln 4
15
.

Odpowiedź: Podana całka niewłaściwa ma wartość ln
4
15
.
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Zadanie 7 (wersja 0)
Obliczyć wartość całki oznaczonej

π/4∫
0

cos3x ·cos4x ·cos7x dx .

Doprowadzić wynik do postaci
w ·π−v ,

gdzie w i v są liczbami wymiernymi dodatnimi zapisanymi w postaci ułamków nieskra-
calnych.
Rozwiązanie:

Korzystając z liczb zespolonych wyprowadzimy odpowiednią tożsamość trygonometrycz-
ną.
Przyjmijmy z=cosx+ isinx. Wówczas

zn=cosnx+ isinnx, z−n=cosnx− isinnx, cosnx= z
n+z−n

2
.

Zatem

cos3x ·cos4x ·cos7x= z
3+z−3

2
· z
4+z−4

2
· z
7+z−7

2
=

=
z14+z8+z6+2+z−6+z−8+z−14

8
=
cos14x
4
+
cos8x
4
+
cos6x
4
+
1
4
.

Wobec tego
π/4∫
0

cos3x ·cos4x ·cos7x dx=
π/4∫
0

cos14x
4
+
cos8x
4
+
cos6x
4
+
1
4
dx=

=
π/4∫
0

cos14x
4
+
cos8x
4
+
cos6x
4
dx+

π/4∫
0

1
4
dx=

=
1
4
·
(sin14x
14
+
sin8x
8
+
sin6x
6

)∣∣∣∣∣∣
π/4

x=0

+
π

4
· 1
4
=

=
1
4
·
(
sin(7π/2)
14

+
sin(2π)
8
+
sin(3π/2)
6

)
+
π

16
=
1
4
·
(−1
14
+
0
8
+
−1
6

)
+
π

16
=

=
π

16
− 1
4
· 5
21
=
π

16
− 5
84
.

Odpowiedź: Podana całka ma wartość
π

16
− 5
84
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Zadanie 7 (wersja 1)
Obliczyć wartość całki oznaczonej

π/4∫
0

cos3x ·cos5x ·cos8x dx .

Doprowadzić wynik do postaci
w ·π−v ,

gdzie w i v są liczbami wymiernymi dodatnimi zapisanymi w postaci ułamków nieskra-
calnych.
Rozwiązanie:

Korzystając z liczb zespolonych wyprowadzimy odpowiednią tożsamość trygonometrycz-
ną.
Przyjmijmy z=cosx+ isinx. Wówczas

zn=cosnx+ isinnx, z−n=cosnx− isinnx, cosnx= z
n+z−n

2
.

Zatem

cos3x ·cos5x ·cos8x= z
3+z−3

2
· z
5+z−5

2
· z
8+z−8

2
=

=
z16+z10+z6+2+z−6+z−10+z−16

8
=
cos16x
4
+
cos10x
4
+
cos6x
4
+
1
4
.

Wobec tego
π/4∫
0

cos3x ·cos5x ·cos8x dx=
π/4∫
0

cos16x
4
+
cos10x
4
+
cos6x
4
+
1
4
dx=

=
π/4∫
0

cos16x
4
+
cos10x
4
+
cos6x
4
dx+

π/4∫
0

1
4
dx=

=
1
4
·
(sin16x
16
+
sin10x
10
+
sin6x
6

)∣∣∣∣∣∣
π/4

x=0

+
π

4
· 1
4
=

=
1
4
·
(
sin(4π)
16
+
sin(5π/2)
10

+
sin(3π/2)
6

)
+
π

16
=
1
4
·
( 0
16
+
1
10
+
−1
6

)
+
π

16
=

=
π

16
− 1
4
· 1
15
=
π

16
− 1
60
.

Odpowiedź: Podana całka ma wartość
π

16
− 1
60
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Zadanie 7 (wersja 2)
Obliczyć wartość całki oznaczonej

π/4∫
0

cos4x ·cos5x ·cos9x dx .

Doprowadzić wynik do postaci
w ·π+v ,

gdzie w i v są liczbami wymiernymi dodatnimi zapisanymi w postaci ułamków nieskra-
calnych.
Rozwiązanie:

Korzystając z liczb zespolonych wyprowadzimy odpowiednią tożsamość trygonometrycz-
ną.
Przyjmijmy z=cosx+ isinx. Wówczas

zn=cosnx+ isinnx, z−n=cosnx− isinnx, cosnx= z
n+z−n

2
.

Zatem

cos4x ·cos5x ·cos9x= z
4+z−4

2
· z
5+z−5

2
· z
9+z−9

2
=

=
z18+z10+z8+2+z−8+z−10+z−18

8
=
cos18x
4
+
cos10x
4
+
cos8x
4
+
1
4
.

Wobec tego
π/4∫
0

cos4x ·cos5x ·cos9x dx=
π/4∫
0

cos18x
4
+
cos10x
4
+
cos8x
4
+
1
4
dx=

=
π/4∫
0

cos18x
4
+
cos10x
4
+
cos8x
4
dx+

π/4∫
0

1
4
dx=

=
1
4
·
(sin18x
18
+
sin10x
10
+
sin8x
8

)∣∣∣∣∣∣
π/4

x=0

+
π

4
· 1
4
=

=
1
4
·
(
sin(9π/2)
18

+
sin(5π/2)
10

+
sin(2π)
8

)
+
π

16
=
1
4
·
( 1
18
+
1
10
+
0
8

)
+
π

16
=

=
π

16
+
1
4
· 7
45
=
π

16
+
7
180
.

Odpowiedź: Podana całka ma wartość
π

16
+
7
180
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Zadanie 7 (wersja 3)
Obliczyć wartość całki oznaczonej

π/4∫
0

cos5x ·cos6x ·cos11x dx .

Doprowadzić wynik do postaci
w ·π+v ,

gdzie w i v są liczbami wymiernymi dodatnimi zapisanymi w postaci ułamków nieskra-
calnych.
Rozwiązanie:

Korzystając z liczb zespolonych wyprowadzimy odpowiednią tożsamość trygonometrycz-
ną.
Przyjmijmy z=cosx+ isinx. Wówczas

zn=cosnx+ isinnx, z−n=cosnx− isinnx, cosnx= z
n+z−n

2
.

Zatem

cos5x ·cos6x ·cos11x= z
5+z−5

2
· z
6+z−6

2
· z
11+z−11

2
=

=
z22+z12+z10+2+z−10+z−12+z−22

8
=
cos22x
4
+
cos12x
4
+
cos10x
4
+
1
4
.

Wobec tego
π/4∫
0

cos5x ·cos6x ·cos11x dx=
π/4∫
0

cos22x
4
+
cos12x
4
+
cos10x
4
+
1
4
dx=

=
π/4∫
0

cos22x
4
+
cos12x
4
+
cos10x
4
dx+

π/4∫
0

1
4
dx=

=
1
4
·
(sin22x
22
+
sin12x
12
+
sin10x
10

)∣∣∣∣∣∣
π/4

x=0

+
π

4
· 1
4
=

=
1
4
·
(
sin(11π/2)
22

+
sin(3π)
12
+
sin(5π/2)
10

)
+
π

16
=
1
4
·
(−1
22
+
0
12
+
1
10

)
+
π

16
=

=
π

16
+
1
4
· 3
55
=
π

16
+
3
220
.

Odpowiedź: Podana całka ma wartość
π

16
+
3
220
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